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1. Medidas de Probabilidad y o-algebras

Definicién Sea el conjunto € # (). Una coleccién F de subconjuntos de €2 se llama o-dlgebra
de conjuntos si:

i) QeF.
ii) Si A € F entonces A° € F.
iii) Si A, As,... € F entonces |J,-, A, € F.

Definicién Sea Q # () y F una o-dlgebra en Q. La pareja (£2, F) se llama espacio medible.
Si (€2, F) es un espacio medible y G C F es una o-dlgebra en 2, G se llama una sub-dlgebra de
F.
Proposicion Si € es una coleccién de subconjuntos de €2, entonces existe una o -algebra minimal
que contiene a £. Dicha o-dlgebra la denotamos por o(§) y la llamamos o-dlgebra generada por

c.
Definicién Sea (2, F) un espacio medible. Una medida sobre (2, F) es una funcién p definida
sobre F con valores en RU {oo} tal que:

i) pu(A) > 0 para todo A € F.
ii) p(0) =0.
iii) para toda sucesién Fj, Es, ... de conjuntos dos a dos disjuntos de F:
" <U En) = ulEy)
n=1 n=1
La terna (2, F, u) se llama espacio de medida

Definicién Se dice que la medida p es finita si p(Q2) < oco.
Si p(Q) =1, p se llama medida de probabilidad.

Definicién Sea (€2, F) un espacio medible y P una medida de probabilidad sobre (€2, F).
La terna (€2, F, P) se llama espacio de probabilidad.

De la definicién de medida de probabilidad se deducen entre otras, las siguientes propiedades:
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(i
(ii

¢) =
A°) =1— P(A) para todo A € F.

(iii

) P
) P
) P
(iv) P
)
)
)

(

(

(AUB) = P(A) + P(B) para todo A,B € F con AN B = .

(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) para todo A, B € F.

(v) Si A,Be Fy AC B entonces P(A) < P(B).

(vi) Si Ay, Ay,...€ Fy A C Ay, C ... Entonces P (|, 4n) = lim,_.oc P(A,).

(vii) Si By, Bs,...€ Fy By 2 By D ... entonces P ([, By) = lim, .o, P(B,).
Definicién Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, A;, A,,... € F. Definimos
i)

limsup A, = ﬁ G A

n=1k=n

esto es, w € limsup A, siy sélo si para todo n, se tiene que w € A para algin k > n.
ii) o
liminf A,, := U ﬂ Ay

n=1k=n

esto es, w € liminf A,, siy sélo si existe tal que w € A, para todo k > n.

Definicién Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una familia (A;);c; de elementos de

F se dice independiente si para cada subconjunto no vacio y finito de I con elementos i, . .., i,
se tiene que:
( 11 ﬂAZQH ﬂAl'rL) - Zl)"'P<Ain)
2. Lema de Borel - Cantelli
Lema (Borel-Cantelli) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad A;, As,... € F.
i) Si  >° P(A,) <oco entonces P(limsup A,) =0
ii) Sea (A,)nen una sucesién de sucesos independientes. Si Y - P(A,) = oo entonces

P(limsup A,) =1

Demostracion

a)



1> P(limsup A,) =1— P(liminf AY)

:1_p(6 ﬁA;):l— lim P(ﬁAz)
k=n

n=1k=n

Veamos que P((,—,, A}) = 0 Tenemos

N N N
0<P(()A) =[] PA7) =11 - P(ay)]
k=n k=n k=n
Como para todo 0 < x <1 se satisface
1l—az<e™
Entonces
N N .
_ < —P(Ar) — o= Zk=n P(4R) _
klj[ [1— P(Ap)] < klj[ e e 2k N 0

Por lo tanto, P(limsup A,) =1
En resumen: Si (A,)nen es una sucesién de sucesos independientes entonces

n—oo

P(limsupA,) =0 <= Y P(A,) <+
n=1

3. Probabilidad Condicionada, Variables Aleatorias y sus
Distribuciones

Definicién Si P(B) > 0 entonces la probabilidad condicionada de A dado B esté definida
como sigue:

P(ANB)

P(B)
Definicién Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. A € F con P(A) = 0 se llama evento
nulo

P(A|B) =

Definicién Un espacio de probabilidad (2, F, P) se dice completo si todos los subconjuntos
de conjuntos nulos son elementos de F.

Definicién Una variable aleatoria real (v.a real) es una funcién X :  — R tal que {w €
Q: X(w) < x} € F para cualquier real z.
Si G es una sub-o-dlgebra de F y {w € Q: X(w) < x} € G para cualquier real x entonces X se
llama v.a. G-medible

Definicién Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y X una v.a real. La medida Py
sobre (R, B) definida por Px(B) := P(X € B) con B € B se llama distribucion de la variable
aleatoria X

Definicién La funcion de distribucion de una v.a real X es la funcién F': R — [0, 1] dada
por F(z) = P(X < x)



Observacion La distribuciéon de una v.a real X estd determinada de manera tinica por su
funcién de distribucién

Definicién Una v.a real X se dice discreta si el conjunto de posibles valores de X es con-
table.

Una v.a real X se dice continua si existe una funcién Riemann integrable f(z), llamada
funcion de densidad, tal que

P(X € B) = / f(x)dx VB eB

La distribucion conjunta F' de dos v.a X y Y estd definida por
Fz,y) = P(X <2,Y <y)
Las v.a X y Y se dicen independientes si
F(z,y) = P(X <x2).P(Y <y)

Las v.a reales X y Y se dicen conjuntamente continuas si existe una funcién f(z,y), llamada
funcion de densidad de probabilidad conjunta, de X y Y tal que:

P(XEA,YGB)://f(x,y)dydx VA, BB
AJB

El valor esperado o media de la v.a X, denotado por E[X], se define por:
BIX] = / 2dF(z)
siempre y cuando la anterior integral de Riemann-Stieltjes exista.
Si X y Y son variables aleatorias con funciones de distribucién F'x y Fy respectivamente,

entonces la funcién de distribuciéon de su suma Z = X + Y es la convolucién de Fx y Fy
definida por:

Fy(€) = ( Fx # Fy) (€) = / Fy(€ — y)dFy (y) = / Fy (€ — 2)dFx ()

—00 — 00

[e.9]

Si las variables aleatorias X y Y son independientes y tienen funciones de densidad fx y
fy respectivamente, entonces la funcién de densidad de su suma Z = X + Y es la convolucién
de fx y fy definida como:

206 = (Fx* fy) (€) = / e — ) fy(w)dy = / " (€ — o) fx(x)da

4. Esperanza Condicionada

Definicién: Si X y Y son v.a discretas, la probabilidad condicionada de X dado Y =y, se
define para todo y con P(Y =y) > 0 como:

PX=z|Y=y) =




La funcion de distribucion condicionada de X dado Y = y estd definida por:
Fla|y)=PX <z|Y =y)
y la esperanza condicionada de X dado que Y = y se define como:

E(X|Y=y)=) aP(X=u|Y =y)

Definicién: Si X y Y tienen funcién de densidad de probabilidad conjunta f(x,y), la funcién
de densidad condicionada de X dado Y = y, esta definida para todos los y con fy(y) > 0 por:

_ flzy)
fX|Y($ ly) = Fr(y)

donde fy(y) = [*2 f(z,y)dz es la funcién de densidad marginal de Y’

La funcién de distribucién condicionada de X, dado Y = y, estd definida por:
Fale |9) = PX 22| Y =)= [ farle | p)ds

La esperanza condicionada de X dado Y = y, estd dada por:

[e.e]

E(X|Y =y) = / tfxy (@ | y)da

—00

Definicién: Sean X y Y v.a reales y h una funcién tal que h(X) es una variable aleatoria. La
variable aleatoria E(h(X) | Y) definida por

ERX)|Y): Q@ —R we EhX)|Y =Y(w))
se llama valor esperado condicionado de h(X) dado YV

Definicién: Sea X una variable aleatoria real definida sobre (2, F, P) y sea B € F con
P(B) > 0. La esperanza condicionada de X dado B se define por:

E(XpX)

E(X |B)=
(X 1B) =5
siempre que exista el valor esperado del lado derecho.

Definicién: Sea Y una v.a definida sobre el espacio de probabilidad (2, F, P) con E[Y] <
0.
Sea ¢ una sub-o-dlgebra de F. La esperanza condicionada de'Y dado &, denotada por E(Y | ),
es una v.a £-medible tal que:

E(Y-EY |]lg)=0 VGe(
donde 14 es la indicadora de G.

Observacién: Si Y, X, Xy, ... son variables aleatorias reales entonces E(Y | X1, Xs,...)
denota E(Y | 0(X1, Xa,...)) donde 0(X7, Xs,...) denota la menor o-algebra con respecto a la
cual X1, X, ... son medibles.

La esperanza condicionada satisface entre otras las siguientes condiciones:
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1) E[E(Y | X)] = E[Y].

2) E[E(Y | X).9g(X)] = E[Yg(X)] para cualquier funcién g.

3

) E
) E
) ElaY +bZ | X] =aE[Y | X]+ bE|[Z | X] para todos a,b € R.
4) ElY | X]>0s1Y >0

) E

)

)

)

5) B[] X] =

6) Si X y Y son independientes entonces E[Y | X| = E[Y]

7) ElYg(X)| X] =g¢(X).E[Y | X] para cualquier funcién apropiada g.

(
(
(
(
(
(
(
(

8) E[E(Y | X,2) | X] = EIY | X] = E[E(Y | X) | X, Z).

Observacion: La esperanza condicionada tiene una aplicacién muy 1til en la teoria Bayesiana
de la estadistica. Un problema cldsico en esta teorfa se obtiene cuando se observan datos
X =(X1,X,2,...,X,) cuya distribucién estd determinada por el valor de una variable aleatoria
f la cual tiene una distribucién especifica llamada distribucion a priori. Con base en los valores
de los datos X el problema que interesa es estimar el valor desconocido de 6 un estimador de
6 puede ser cualquier funcién d(X) de los datos. En la teorfa Bayesiana se busca escoger d(X)
de tal forma que se minimice el valor esperado condicionada del cuadrado de la distancia entre
el estimador y el pardmetro, esto es, se busca que E[(6 — d(X))? | X] se minimice.

Puesto que condicionado sobre X se tiene que d(X) es constante y, como para cualquier
variable aleatoria W, E[(W — ¢)?] es minimo cuando ¢ = EW, entonces se concluye que el
estimador que minimiza F[(6 —d(X)? | X)], llamado estimador de Bayes, estd dado por d(X) =
E[0 | X].

5. Procesos Estocasticos

Definicién: Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias X = {X;,t € T'}
definidas sobre un espacio de probabilidad comun (2, F, P) y con valores en un espacio medible
(S, A) llamado espacio de estados. El conjunto de pardmetros 1" se llama dominio de definicion
del proceso.

Definicién: Sea X = {X;,t € T'} un proceso estocdstico
i) Decimos que X es real si las v.a. X; son de valor real para todo ¢t € T
ii) Decimos que X es complejo si las v.a. X; son de valor complejo para todo t € T'.

iii) Si T =N, ={0,1,2,...} entonces el proceso se llama Proceso estocdstico con pardmetro
de tiempo discreto.

iv) SiT esun intervalo de la recta real entonces el proceso se denomina proceso con pardmetro
de tiempo continuo.

v) Si T C R"™ con n > 1 entonces el proceso se denomina campo aleatorio.



Sea X = {X},t € T'} un proceso estocéstico y sea w €  fijo. La funcién t — X;(w) se llama
trayectoria del proceso estocdstico X.

Definicién: Sea X = {X;,t € T} un proceso estocastico real y {t1,ts,...,t,} C T donde
11 <ty <...<t, entonces

Fy oo (1, . zn) = P( Xy, <21,..., X, <)

Se llama funcién de distribucion (marginal) finito dimensional del proceso

Definicién: Sean X = {X;,t € T} y Y = {Y},t € T} dos procesos estocdsticos definidos
sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, P), decimos:

i) X y Y son iguales si X;(w) = Y;(w) para todos t € T'y w € Q.
ii) X y Y son estocdsticamente equivalentes si P(X; =Y,) =1 VteT.

iii) X y Y son estocdsticamente equivalentes en el sentido amplio si para cadan =1,2,...y
V{t1,...,tn} CT y{By,...,B,} C B se satisface:

P(th S Bl)XtQ € B?)"' 7th € Bn) :P<}/;51 S Bl7}/;ﬁ2 S BQ7”' aYtn € Bn)
Es claro que ii) implica iii)

iv) X y Y se dicen indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, esto es P(X; =
Vi, teT)=1.

Definicién: Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico sobre (2, F, P). Cualquier otro
proceso estocdstico Y = {Y;,t € T} sobre el mismo espacio de probabilidad, equivalente a X,
se llama una version de X.

Definiciéon: Sea X = {X;,t € T'} un proceso estocdstico. Decimos que el proceso es Cadlag
si cada una de sus trayectorias es continua por la derecha y tiene limite por la izquierda.

Teorema: Sean X = {X;,t € T} y Y = {VY},t € T'} dos procesos estocdsticos, estocdstica-
mente equivalentes y ambos continuos por la derecha entonces los procesos son indistinguibles.
6. Construcciéon de Kolmogorov

Sea X = {X;,t € T} un proceso estocéstico real sobre (€2, F, P). El proceso determina una
familia de funciones de distribucién marginales, a saber:

Ftl,...,tn(xb s 7:Un) = P<Xt1 S L1y 7th S fEn)

Esa familia satisface las siguientes condiciones (llamadas condiciones de consistencia):

(i) oot (Xkys -y Tr,) = Fyy 4, (21,...,2,) para cualquier permutacién ky,...,k, de
1,2,...,n.

(ii) Para cualquier 1 <k <ny x1,...,7; € R se satisface:
Foooo (@, oo m,) =Fy g (2,00 2,00, ..., 00)
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Surge pues de manera natural la siguiente pregunta: dada una familia consistente de fun-
ciones de distribucién, ;existe un proceso estocastico tal que esas distribuciones sean sus dis-
tribuciones finito dimensionales? La respuesta es si y esta dada por:

Teorema de Consistencia de Kolmogorov : Supéngase que

{Fiy 4, :t; €0,400),j=1,2,...,n; n=1,2,...}

es un sistema consistente de funciones de distribucién, entonces existe un proceso estocdstico
X = {Xi,t €[0,400)} de valor real cuyas distribuciones finito dimensionales estdn dadas por

7. Procesos con Incrementos Independientes

La estructura de la informacién que genera la evolucién del proceso estocdstico resulta
relevante para determinar el futuro en funcién del presente y del pasado del proceso. Vamos a
formalizar esta idea en términos probabilisticos a partir de las o-dlgebras que va generando el
proceso.

Definicién: Sea (2, F) un espacio medible. Una filtracién en (€2, F) es una familia no-
decreciente {F;,t > 0} de sub- de F.

Nota: Dado un proceso estocdstico (X;);>¢ definido sobre (2, F, P) se tiene que F/X :=
0(Xs,0<s<t),t>0 es una filtracién en (2, F).
La filtracién {F;*}; se llama filtracion candnica con respecto a (X;);.

Definicién: El proceso estocdstico X = (X;)i>0 es adaptado a la filtracion {F;};>o si para
cada t > 0, X; es una v.a. F;-medible.

Observacién Todo proceso X es adaptado a la filtracién canénica {F;*}.

Definicién: El proceso estocéstico real (X;):>o se llama proceso de movimiento Browniano
unidimensional si satisface las siguientes condiciones:

i) Para cualquier subconjunto finito {to,...,t,} C [0,400) con 0 < ¢y < t; < ... < t, se
tiene que los incrementos X,,, Xy, — Xy, ..., X, — X4, , son v.a. independientes.

ii) La distribucién de probabilidad de X;, — X;,, ¢y > t1, depende solamente de t5 — ;.

i) P(X; — X, <z)=[2r0(t—s)] [ exp[—u?/20 (t — s)] du
con t > sy o una constante positiva.

Nota 1 Si suponemos Xy = 0 entonces FX; =0y VarX, = ot.

Nota 2 Es facil demostrar que si 0 < t; < t3 < ... < t, < t entonces la distribucién
condicionada de X, cuando los valores de X;,, Xy,, ..., X;, son conocidos estd dada por:
PXy<az|Xy =m1,..., X, =20) =270 (¢ - tn)]_l/Q/ exp [—u2/20 (t— tn)} du

Definicién: El proceso estocdstico real {V;,t > 0} se llama proceso de conteo si N; representa
el nimero total de “sucesos” que ocurren hasta el tiempo t. Por lo tanto, un proceso de conteo
(Nt>0) debe satisfacer:

i) N, >0



ii) N; es de valor entero
i) N, < Nysis<t

iv) Para s < t, N; — Ny es igual al nimero de sucesos que ocurren en el intervalo de tiempo
(s,t].

Uno de los procesos de conteo mds importantes es el llamado Proceso de Poisson.

Definicién: El proceso de conteo {X;,t > 0} se llama proceso de Poisson con tasa o
intensidad A > 0 si:

) Xo=0

ii) El numero de sucesos que ocurren en intervalos de tiempo no superpuestos son indepen-
dientes

iii) La distribucién del mimero de sucesos que ocurren en cualquier intervalo de tiempo de-
pende sélo de la longitud del intervalo

iv) P(X, =1)= A+ o(h), h —0
v) P(X, >2)=o(h), h—0
Nota Si {X;,t > 0} es un proceso de Poisson con intensidad A > 0 entonces X; = P(At).

Los procesos Browniano y de Poisson son ejemplos de procesos estocésticos con incrementos
estacionarios e independientes.

Definicién: Decimos que el proceso estocéstico real {X;,t > 0} tiene incrementos in-
dependientes si para cualquier subconjunto finito {t,...,t,} C [0,400) y cualquier n, con
0<ty <t <...<t,losincrementos X, Xy, — Xy,, Xy, — X4y, ..., X, — Xy, _, son variables
aleatorias independientes.

n—1

Observacion Si el conjunto de indices es discreto, digamos 7" = {0, 1,2,...} entonces un

proceso con incrementos independientes es una sucesion de variables aleatorias independientes
ZO:XO;Zl:Xl_XO;--~7Zn:Xn_Xn—lw-‘ COI]?’L:1,2,...

Definicién: Decimos que el proceso estocéstico real {X;, ¢ > 0} tiene incrementos esta-
cionarios si la distribuciéon de los incrementos X;;, — X; depende sélo de la longitud h del
intervalo. Es decir, si {X;,t > 0} tiene incrementos estacionarios entonces

Xt2+h - Xt1+h — th — th th < tQ, h > 0

8. Procesos Estacionarios

Definicién: Sea {X;},_, un proceso estocdstico, tiene funcién de media y funcién de vari-
anzas:

m(t) = E[X o?(t) = v(X;) VteT

funcién de covarianza:
c(s,t) = cov(Xs, Xy) s,teT
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Definicién: Un proceso estocdstico {X;}ier, siendo T'=7Z 6 T = R es proceso estacionario
(en sentido estricto o de primer orden o fuertemente estacionario) si Vh € T y para todos
ty < ty < ... <ty arbitrarios la distribucién conjunta de (X3, X3,, ..., X;,) es la misma que la
distribucién conjunta de (X, 44, Xtyth, o, Xp,+n)- Es decir, si efectuamos una misma traslacién
sobre todos los indices, la distribucién finito dimensional correspondiente no varfa.

Ejemplo { X, } sucesién de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas es
proceso estacionario de primer orden.

Definicién: {X;},., es proceso estacionario en covarianza (o débilmente estacionario o
estacionario de segundo orden) si V¢ € T', se tiene que m(t) = my c(t,t+h) = cov(Xy, Xoyn) =
v(h) < 0o Yh €T, esto es, tiene funcién media constante y funcién de covarianza dependiente
s6lo del “retardo” h.

Observacion La varianza de un proceso estacionario en covarianza es constante, esto es:

7(0) = var[X;] VteT.

Proposicién Si {Z;},., es proceso gaussiano (distribuciones conjuntas son normales mul-
tivariantes) estacionario en covarianza, entonces es estrictamente estacionario.

Definicién Para {X,}, ., proceso estacionario en covarianza se define y(h) como la funcién

de autocovarianza del proceso y la funcién p(h) = %, con h € T' se define como la funcién de

autocorrelaciéon (funcién de autocovarianza estandarizada).

Proposicién Sea {X;},_, proceso estacionario en covarianza. Entonces se verifica:
1. p(0) =1.

2. |p(h)] <1, VheT.

3. p(h) = p(—=h) VheT.

Demostracién

1. Trivial

2. Como p(h) es el coeficiente de correlacién lineal entre las variables aleatorias X; y Xy, Vi, h €
T

3. Miembro izquierdo
cov(Xy, Xogn)  cov(Xign, Xy)

~(0) — 4(0)

cov(Xyin, Xy)
7(0)

Miembro derecho

9. Ejemplos

1. Proceso de Ruido Blanco: Sea {¢, },cn una sucesién de variables aleatorias incor-
reladas de media cero y varianza constante o2. Su funcién de autocovarianza es:

v(h) = cov(Xp, Xpin) = 0si h # 0y v(0) = var[X,] = o2
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es por tanto estacionario en covarianza y su funcién de autocorrelacion
1h=0
R

luego es estacionario en covarianza.
Si el proceso es gaussiano entonces es estrictamente estacionario

2. Proceso autorregresivo de orden 1: AR(1) Sea {X,,},cz definido por
Xn = aXn—l +€n {En}nEZ
sucesién ruido blanco, se observa que:

a) El proceso autorregresivo se obtiene como combinacién lineal de ruidos blancos:

9 .
Xn = (I(CLXn_Q + Efn_l) +én=a Xn_Q +ag, 1 t+Ep=...= E CLjén_j
Ademis:
00 )
27 2j
var a~’var 5n ] = O' a
7=0 7=0

b) Sia =1 el proceso es un paseo aleatorio y para |a| = 1 el proceso no es estacionario
ya que var[X,] = oo siendo F[X,] =0 Vn€Z

c¢) Para |a| <1 se tiene E[X,,] =0, y la funcién de autocovarianza es

v(h) = cov(Xn, Xnin) = E[Xn X

LR

por ser {e,} incorreladas
o0 (e.¢]
= o? E ala" =a" o? E a?
j=0 J=0

hooo 1
1 — a?

= F

= a
es estacionario y la funcién de autocorrelacién resulta ser:

p(h):%:ah Vh e Z

3. Proceso media mévil de orden m: MA (m) A partir de {¢,, } ez, sucesion de variables
aleatorias incorreladas de media p y varianza 0? < oo y de las constantes arbitrarias
ai,...,a, € R se construye el proceso media moévil de orden m:

X, = £n + as £n_1 + ...+ amgn_(m_l)

Con E[X,|=w >a ,y Var[X,]=02 > ad?
i=1

i=1
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Veamos que el proceso es estacionario en covarianza, sin pérdida de generalidad, lo
demostraremos para el proceso centrado construido a partir de las variables centradas

gi =& —p m m
X, = X,-— ,Uzai = Zai%n—(i—l)
i=1 i=1

() )

o2 _ oy .
{ (a1a14n + azagip + o+ Apmin) = 0237 @505, sih <m—1

0 si h>m

en todo caso la autocovarianza sélo depende de h.
Ejercicio: Demostrar que todo proceso de Incrementos Independientes centrado es esta-

clonario en covarianza.

4. Polinomios Trigonométricos A partir de las variables aleatorias A, B incorreladas con
media 0 y varianza 1, se considera la expresion trigonométrica del movimiento oscilatorio
con amplitudes aleatorias:

X,, = Acos(An) + Bsin(An) Vn € Z
con A fijo, y ademéds A € [0, 7]. Entonces E[X,,] =0
Dado que E[AB] = 0, la funcién de autocovarianza verifica:

v(h) = o(Xn, Xogn) = B[X0 X i)
= E[A%*cos(An).cos(A(n + h) + B?sin(An).sin(A(n + h))]
= cos(An).cos(A(n + h)) + sin(An).sin(A(n + h))
= cos((An) — A(n + h)) = cos(—Ah)
= cos(Ah) < o0

Si A, B ~ N(0,1) entonces {X,,} es ademds un proceso fuertemente estacionario.

Proposiciéon Sean Ay, Ai,... A, v Bo, Bi,..., B, variables aleatorias incorreladas con
media cero y varianza de A; y de B; comtn e igual a o2, verificando 6% = 03 + ...+ 02,, y sean
W, W1, . . . Wy, frecuencias en [0, 7], entonces el proceso

X, = Z(Ak cos(nwy) + By sin(nwy,), Vn € Z
k=0

Es estacionario en covarianza.

Demostracion

12



Por ser incorreladas {Ay} y {By} se verifica E[A;B;] = 0, E[A;Aj] = E[B;B;] = 0 para
j # 1. Entonces

’Y(h) = E[Xn-XnJrh]

= F <Z<Ak cos nwy, + By, sin nwk)> . (Z A; cos(n + h)w; + Bjsin(n + h)w])]
k=0 =0
= Z o cos hwy,
k=0

2
Mss atin, si introducimos el vector de probabilidad {pj }x=1. . definido por p; = Z—’;:

v(h) = o? Zpk cos(hwy,), Vh e Z
k=1

y pr se puede interpretar como la contribucién de frecuencia wy a la covarianza; generalizando
la frecuencia a todos los valores continuos contenidos en [0, 7] y considerando la funcién de
distribucién sobre w, F(w):

v(h) = o? /07r cos(hw) dF(w)

esta extensién, en general, es posible a procesos estacionarios en covarianza.
Caso particular: w ~ U(0, ), entonces:

I o2sih=0
_ 2 —_
v(h) =0 /0 cos(hw) dw = { O0sih0

™

lo cual reduce el proceso a una sucesiéon de variables aleatorias incorreladas e idénticamente
distribuidas con varianza o? y centradas (ver ejemplo 1, Ruido Blanco).

10. Representacion espectral de la funcién de covarianza

Sin pérdida de generalidad puede reescalarse el proceso estacionario en covarianza para
conseguir varianza uno, con lo cual

p(h) = 1(h) = (X, Xoen)  hEZ

Definicién: Una funcion a valores reales f(z), con x € Z se llama semidefinida positiva si para
todos k =1,2,... y para todos ay,...,a; € R, se cumple que:

k k

YD af(i—j) =0

i=1 j=1

Teorema (Caracterizacién de la funcién de autocovarianza) Sea 7 (h), con h € Z entonces los
siguientes apartados son equivalentes

1. v(h) es la funcién de covarianza de un proceso estacionario en covarianza, a valores reales
con media cero y varianza uno.

13



2. v(0) =1, y(h) =v(—=h) Yh € Zy ~y(h) es semidefinida positiva.

3. Existe una distribucién de probabilidad simétrica sobre [—m, 7|, sea F' tal que:

v(h) = /7r cos(hw) dF(w) h=0,1...

—T

Demostracion
1= 2]

Si {X,,} tiene media cero y varianza uno entonces
W) =EX]=1 A y(h) = EXpXo] = E[Xun Xn] = 7(=h)

Para ver que v(h) es semidefinida positiva, sea aq, ..., dados, entonces

| (B (320

E k k
= F Z Z ()éiOéan+an+j] = Z Z Oéiajfy(i - ])

Li=1 j=1 i=1 j=1

r k
0 < E|Y aXuul’| =E
L =1

entonces queda demostrada la primera implicacién (1 = 2).
2=1

Sea ~y(h) una funcién que verifica las propiedades del primer apartado y sea a;; = (i — j),
entonces para k = 1,2,..., la matriz A = ||a;j||;j=1.k es simétrica y semidefinida positiva,
entonces para cada k la matriz A obtenida representa la matriz de covarianzas de una variable
aleatoria k-normal centrada. Este procedimiento describe consistentemente la distribucién de
cualquier conjunto finito de variables del proceso { X, }nez.

Se demuestra que la funcién de covarianza de este proceso es la y(h) de partida, se prueba asi
que para cualquier funcién que verifica las propiedades del segundo apartado, existe al menos
un proceso estacionario en covarianza que tiene precisamente esa funcién como autocovarianza.

3= 2

Sea v(h) = ["_cos(hw) dF(w) = El[cos(hw)], siendo w, una variable aleatoria simétrica con
funcién de distribucién F', en el intervalo [—m, 7|, se verifica que v(0) = 1, ya que cos hw =
cos(—hw), entonces y(h) = y(—h). Veamos que y(h) es semidefinida positiva

k k k k

Z Z ao (i —j) = Z Z oo Elcos(i — j)w]

i=1 j=1 i=1 j=1

ko k
= FE ZZO&ZO&]’ cos(iw—jw)]
Li=1 j=1

k 2

2
Zai cos(iw)| + >0
i=1

k
Z a; sin(iw)
i=1
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luego 3 = 2.

2=3

A partir de la definicién de v(h) semidefinida positiva, con a; = cos(jw) se tiene que:

0< > ) A(i — j) cos(iw) cos(jw)

i=1 j=1
con n fijo, andlogamente con «; = sin(iw) se tiene que:

0< Z ny(z — j) sin(iw) sin(jw)

i=1 j=1

de donde

OS%ZZ’YZ—j cos(i — jw

=1 j5=1
1 n—1
~ o Z (n — |h[)y(h) cos(hw)
h=—n+1
Definiendo )
1 <«
:% Z (n — |h|)y(h) cos(hw) ; —r<w<7w
h=—n+1

entonces f,(w) > 0y ademés

[ wwa = 5 5 e ([ costranan) 201

h=—n+1 -m

L2 0)=1
—_= —N i —=
omn

luego f,(w) es funcién de densidad Vn € [—m, 7] y ademds es simétrica ya que

fow) = fu(=w)  Vw € [=m,7]

Veamos finalmente la caracterizacién de y(h), sea F,, la funcién de distribucién correspondiente

a la funcion de densidad f,,, entonces

/7r cos(hw) dF,(w) = /7T cos(hw) fn(w) dw

—T —T



Aplicando el lema de Helly-Bray a la familia de funciones de distribuciéon F), considerada,
existe una subfamilia £}, que converge a una cierta funcién de distribucién F', esto es para
toda funcién acotada a(h):

lim ' a(w) dF,(w) = /7T a(w) dF(w)

k—o0 o -

siendo a(h) = cos(hw) se tiene

/7T cos(hw)dF(w) = lim ' cos(hw)dF(w)

-7 k—oo J_ 5
I S L _
= lim (1 ~v(h) = ~(h) Vh e Z
k—oo ng

lo cual concluye la prueba del teorema.

De acuerdo con el resultado 3 obtenido, la funcién de covarianza de un proceso estacionario
en covarianza 7y(h) se determina mediante la transformada coseno de Fourier-Stieltjes de la
funcién de distribucion espectral F'(w). Si F'(w) es diferenciable, con funcién de densidad es-
pectral:

Entonces

11. Apéndice: Funcién Generatriz

Definida para variables aleatorias con valores en N(= ZtU{0})
GX(S):Zpksk:E[sX} XeN
k=0

siendo: p, = Prob{X = k}

Observacién: G(s) estd definida para |s| < 1y es infinitamente diferenciable para |s| < 1
ya que pi > 0 Vky YXpr = 1.

Propiedades
1. G(s) determina univocamente la Funcién de Distribucién (Ley de Levy)

2. Si {X;}1., son variables aleatorias independientes con valores en N, se verifica

Gy x,(s) = [ Gx.(5)
=1

Demostracion:

n n

=E[s¥..s"] = HE [s¥'] = HGXi(s)

=1 =1

GZ?:I Xi(S) =L

in’
sl
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3. Los momentos de la variable aleatoria X se obtienen por diferenciacién sucesiva de Gx(s)

GUt1) = BX(X—1)...(X —7)]
EX] = G,(1)
E[X? = G
Ejercicio: Calcular la esperanza matemaética y la varianza de una SUMA ALEATORIA de

variables aleatorias independientes, enteras no negativas.

Sean N, X, X, ... variables aleatorias independientes con valores en N, siendo {X;} vari-
ables aleatorias igualmente distribuidas y sea Z = X; + ... + Xy la variable aleatoria suma
con un nimero aleatorio de términos.

Sean Gn(s) y G(s) respectivamente funciones generatrices de N y X;.

Els?] = B =" %] = p{E =" YN}

Gz(S)

— iE [S*1ttXn /N = n] Prob{N = n}

n=0

= ZE [S¥1++Xn /N = ] Prob{N = n}

n=0

(por la independencia de x;)

= Z G(s)".Prob{N =n} = E [G(s)"] = Gn(G(s))

Entonces: (por la Regla de la cadena)

Gy (s) = Gy(G(s)).G'(s) GZ(s) = G (G(s)).(G" + Gy (G(s)).G"(s)
para s =1
G%(1) = E[Z] = E[N].E[X] G7(1) = Gy(1).(B[X])* + E[N].G"(1)

Observacién. Si las v.a. X; son NO DISCRETAS, entonces ¢,(S) = Gn(¢(s)) siendo ¢ la

funcion caracteristica.

Ejemplo Si N es una variable aleatoria geométrica de pardmetro (p), su funcién generatriz

es
(s) _ pG.(s)

1= (1=p)Gals)

Ejemplo: El niimero de usuarios que se conectan a un servidor en un cierto periodo de tiempo

sigue una distribucién de Poisson ()\); cada conexién utiliza con probabilidad (p) una cierta

aplicacion. Hallar la distribucién y los momentos del “nidmero de utilizaciones de la aplicacién”

en este perfodo.

Solucién

G

Sean:
N ~ Poisson (A) (nimero de usuarios)
X ~ Bernoulli (p) (utilizacién de la aplicacién)
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Las respectivas funciones generatrices son:

Gn(s) = A=) Y Gx(s)=ps+q
Definimos Z = X; + ...+ Xy, entonces:

Gz(s) = Gn(Gx(s)) = erPsta=h) — Av(s—1)
se concluye que Z ~ Poisson (\p), con:

E[Z]=E[NL.E[X]=Xp y VarlZ]=Ap*>+ Apgq
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