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1. Nociones basicas

Definicién: Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y T" # 0 y sea (F;)ier una
filtracién en F. Una familia {X;}:cr de v.a. reales definidas sobre (2, F, P) se llama una
Martingala (resp, super, sub-) con respecto a {F;}i>o si:

(i) Para cada t € T', X; es medible con respecto a F;
(ii) E[|X¢|]] < oo para todo t.
(i) E[X: | Fs] = X c.s. para todo s,t con s < t (respectivamente "<", ">").
)

(iii’) La condicién (iii) es equivalente a [, E[X; | F,|dP = [, X dP
(respectivamente "<, >"). Para todo D € F;, s < t.

Nota: En el caso especial 7' = N se habla de martingalas con pardmetro de tiempo
discreto. En tal caso, la martingala { X, } ,en con respecto a {F,}, puede ser interpretada
como un modelo de “juego equilibrado”, donde la v.a. X,, denota la fortuna del jugador
después de n jugadas y F,, describe la historia del juego en los primeros n juegos. La
condicion (iii) es entonces equivalente a E[X,.; | F,] = X,, (donde suponemos F,, =
o(Xy,...,X,)) y estarfa indicando que la competencia es justa.

Observacién 1: Si T = N entonces {X,,},en es una martingala (respectivamente
supermartingala o submartingala) si y sélo si E[ X, 1 | F,] = X, (7 <7,” >7) para todo
n € N.

Observacién 2: Al tomar D = (), obtenemos que para cada supermartingala (respec-
tivamente submartingala) se satisface que: E[X;] < E[X] (resp. E[X:| > E[XJ]).

Observacién 3: Si T es totalmente ordenado y { X, t € T'} es una martingala entonces
los valores esperados E[X;] no dependen de t.

Observacion 4: Si ) consta de un tinico punto entonces una supermartingala { X, },en
no es otra cosa que una sucesion decreciente de nimeros reales. (analogamente: submartin-
gala corresponde a sucesién creciente de nimeros reales)



Desigualdad de Jensen: Sea ¢ una funcién convexa sobre un intervalo I C R, es
decir que:
p(ax+ (1 - a)y) < ap(z) + (1 - a)p(y), Ve,yel; Vael0l]
entonces:
Si Y es una v.a. integrable definida sobre (€2, F, P) con valores en [ y si p oY es

integrable entonces:

i) E[Y | ¢ €I cs para toda sub-o-édlgebra ¢ de F.
ii) En particular: p(E[Y]) < E[poY]

Observaciéon

a) SiX ={X;,t € T}yY = {Y;,t € T} son martingalas (resp. super-, submartingalas)
con respecto a {F;}+ y a,b € R (resp. a,b € [0, +00)) entonces {aX; + bY;}; es una
martingala con respecto a {F;}; (resp. super-, submartingala).

b) Si X = {X;,t € T} es una martingala entonces X = {X?, ¢t € T} (si las v.a. son
dos veces integrables), X = {X;",t € T}, X = {X;,t € T}, X = {|X;|,t € T} son
submartingalas.

c) X = {X;,t € T} es una supermartingala entonces X = {X;,t € T'} es una sub-
martingala.

2. Martingalas con parametro discreto

En la seccién anterior hemos definido en general el concepto de martingala y hemos
dado algunas de sus propiedades mas importantes. En este capitulo centraremos nuestra
atencion en el estudio de las martingalas con pardmetro discreto, esto es, aquellas para
las cuales T" = N. Retomando la definicién dada en la seccién anterior tenemos:

Definicion 1: Un proceso estocdstico {X,, },en es una martingala (respectivamente
super- ,sub-martingala) con respecto a la filtracién {F,}, si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) X, es F,-medible
(2)  E[|X,]] <+
(3)  E[X,:1 | Fu] = X, c.s. (respectivamente "<" ">")

Definicion 2: Si { X, },en ¥ {Ya }nen son dos procesos estocdsticos entonces decimos
que {X,}nen es una martingala (respec. super-, submartingala) con respecto a {Y,,}, si
{X,}» es una martingala (respec. super-, submartingala) con respecto a {F,}, donde
fn == O'(Yl,...,Yn).

Observacién Si { X,,},, es una submartingala con respecto a {F,}, entonces {—X,},
es una supermartingala con respecto a {F,},. Por lo tanto, se obtiene, en general, con
muy pocas modificaciones, que todo lo que se demuestra para submartingalas es valido
para supermartingalas y viceversa.



3. Ejemplos

Ejemplo 1

Sea X1, X, ... una sucesioén de variables aleatorias independientes con E[X,,] = 1 para
todo n. Sea Y,, =[], X; entonces {Y}, : n > 1} es una martingala con respecto a {X, },.
En efecto:

ElYpir | X1, Xy, Xn] = E[Y,Xpi1 | X1, Xo, ... X,
= Yo E[Xpi | X1,..., Xy
= Y,E[Xpu] =Y,

Ejemplo : Martingala de Doob

Sean X,Y),Y,, ... variables aleatorias arbitrarias tales que E[|X|] < oo y sea X,, =
E(X | Y1,Ys,...,Y,) Entonces {X,,,n > 1} es una martingala con respecto a {Y,,},.
En efecto:

E[[Xa]] = E[EX[Y1,Ys,... Y]]
< EFIE[X]| Y1, Y, Vo]l = E[|IX]] < +o0

E[Xni1 | Yi,....Y,] = E[X |V, Ys ..., Y1) | Va,..., Y]
= EX|W,....Y,]=X,

4. Propiedades Elementales

1. Si {X,}, es una martingala (super-martingala) con respecto a {Y,}, entonces
EXnk | Yo,...,. Y, =X, ("< ") para todo k > 0.

2. Si {X,} es una martingala (supermartingala) con respecto a {Y,,}, entonces para
0 < k < n se satisface

E[X,] = E[X}] (resp. E[X,] < E[X}])

3. Si{X,}, es una martingala con respecto a {Y, },, v f es una funcién convexa entonces
{f(X,) : n > 1} es una submartingala con respecto a {Y,,},.

Demostraciones

Propiedad 1. (Por induccién)



Para k = 0 se tiene ya que X,, es medible con respecto a F,, = o(Yp,...,Y,).
Supongamos valido para k y demostremos para k + 1:

E[Xn+k+1|%7...,yn] - E[E(Xn+k+1’%,...’Yn7...’yn+k>|%7...,Yn]
= E[Xnw | Yo, .., Y

<

n

Propiedad 2.
E[X,|Yy,..., Y] = X,

Por lo tanto
E[X,] = E[E[X, | Yo...., Y]] = E[X,]

Propiedad 3.
Elf(Xps1) | Y1, Yo, ... Yo > f(E[Xns1 | Ya,...,Ys]) (desigualdad de Jensen)

= f (Xn)
Observacion: Si se considera una martingala { X, }, sin especificar la filtracién se enten-
derd que se trata de una martingala con respecto a F,, = 0(Xs, Xo, ..., X,,).

5. Tiempo de Parada

Teorema 1: Si N es un tiempo de parada para la martingala {X,}, entonces el
proceso parado {X,} definido por:

< [ X s N=zn
"]l Xy si N<n

Es también una martingala

Observacion

Como N es un tiempo de paro entonces P(N < oo) = 1. Por lo tanto, para n sufi-
cientemente grande se tiene que X,, = Xu. Por lo tanto, con probabilidad 1, X, —X,
cuando n — oo. Si NV es acotado entonces se puede demostrar que lo anterior implica

que E[X,|—F[Xy] cuando n — oo. Puesto que F[X,] = F[X;] para todo n entonces
E[Xy] = E[Xi]

Es decir, si un jugador estd participando en un juego equilibrado y decide salir del
juego usando un tiempo de parada entonces su fortuna esperada final serd igual a su
fortuna esperada inicial.

Anslogamente se tiene que:

Teorema 2: Si N es un tiempo de paro para {X,, : n > 1} y N es acotado entonces:
E[Xy] > E[X;] st {X,:n>1} esunasubmartingala
EXy]<E[X;] st {X,:n>1} esunasupermartingala
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Teorema 3 Si {X,, : n > 1} es una submartingala y N es un tiempo de parada para
{X,, :n>1} tal que P(N < k) = 1 para algiin k entonces

E[Xi] < E[Xy] < E[X4]

Teorema 4 Si {X,, : n > 1} es una submartingala no-negativa entonces para todo
a > 0, se tiene que:
EX]

P(méX(Xl,Xg,. .. ,Xk) > a) <
a

Corolario 1 Sea {X,, : n > 1} una martingala. Entonces para a > 0 se satisface que:

P(max (| X,],...,|Xz]) > a) < ZE20
P(max (|X],..., | X|) > a) < 2L
Demostraciones
Teorema 1
Sea
J 1 st N2>n
" 10 si N<n
Tenemos:

SiN>n entonces X,=X, Xpi1=Xn1, IL,=1 y por lo tanto

yn =Xp1+ In(Xn - Xn—l) (*)

Si N<n entonces X, =X,=Xy, I,=0ydenuevo (%) es valido.
Por lo tanto,

EX | X1, X0, Xp1] = E[Xp1 +Li(X, = Xp1) | X1, Xod]
= EX,1| X1, ... Xp ]| + LEX, — X1 | X1,..., X,_1]
= Xpa+ L (BXn| X1, . Xpt] = E[ X1 | X1y, Xa])
= X+ L(Xp1 —Xp) =X, O

Teorema 2
Como N es acotado y X,— X, con probabilidad 1 cuando n — oo entonces X,, — Xy
cuando n — oo, puesto que {X,, : n > 1} es una submartingala (resp. una supermartin-

gala) entonces E[X,| > F[X;] para todo n y por lo tanto E[X x| > E[X;] (respectiva-

mente E[X,] < E[X;] para todo n).

Teorema 3
Como N es acotado entonces por el teorema anterior (Teorema 2) E[Xy]| > E[X;].
Por otra parte,

E[Xy| X1, Xo, ..., Xn=LN=1 = E[X;|X1,Xs,....X,=1,N =1
= E[X)| X1, Xo,...,X]

Por ser N tiempo de paro con respecto a {X,,},

v

X; =Xy por ser {X,}, una submartingala
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Tomando valores esperados se obtiene:
E[Xy] > E[Xy] D

Teorema 4

Sea N el menor valor de ¢ con 7 < k tal que X; > a.

Si X; < a para todo¢=1,...,k entonces definimos N = k.

N es un tiempo de paro con respecto a {X,, : n > 1}.

Ademas méax (X, Xo,..., Xy > a) si y sélo si Xy > a, por lo tanto

P(méX(X17X2,...,XK>>G) = P(XN>CL)
= E[]-{XN>CL}]

1
< B|ixy

a

= EE[XN] < 2E[XK]

pues N < k O

Corolario 1
Como ¢(x) = |z| es una funcién convexa y {X,, : n > 1} es una martingala, se sigue de
la desigualdad de Jensen que {|X,| : n > 1} es una submartingala no negativa. Por el
teorema anterior obtenemos que:

El|lX
P (max(1X] .. ... | X)) > a) < 2N
Por otra parte, como ¥(x) = z? es una funcién convexa y {X,, : n > 1} es una
martingala obtenemos de nuevo por la desigualdad de Jensen que {X?2 : n > 1} es una

submartingala no-negativa, por lo tanto,

E[X?
P(méx (XZ,...,X}) >d?) < [2k]
a
Esto es: BX?
P(méx (| X4|,...,|Xk]) > a) < a2k O

6. Teorema de Convergencia

El siguiente teorema es bdsico en la teorfa de martingalas

Teorema 1: Si {X,,},>1 es una martingala tal que para algin M < oo se satisface
que E[|X,|] £ M para todo n entonces con probabilidad 1, lim,, ., X,, existe y es finito.
Para la demostracién, ver Ross pagina 315.

Corolario 1: Si {X,, : n > 0} es una martingala no negativa, entonces, con probabil-
idad 1, lim,,_. ., X, existe y es finito.



Vamos a dar a continuacién dos aplicaciones del teorema de convergencia para mar-
tingalas, para hacerlo introduciremos el siguiente concepto:

Definicién: Un proceso de Galton-Watson {Z,},cn es una cadena de Markov
homogénea con conjunto de estados S los enteros no negativos. Sus probabilidades de
transicién II;; con 4, j € S estdn expresadas en términos de una sucesién dada {py, X =
0,1,2,...}, pr > 0y > pr = 1 mediante

donde ¢;; es el simbolo de Kronecker y p}*-i, J =0,1,2,... es la j-ésima componente de
la i-ésima convolucién de {px,k = 0,1,2,...}. Para evitar trivialidades se supone que

po +p1 < 1y quep; # 1 para todo j, pues en caso contrario el proceso se extingue con
probabilidad 1.

El proceso de Galton-Watson {Z,}, es un modelo matemdtico que permite describir
el desarrollo de una poblacién que se comporta de la siguiente manera:
Supongamos que en el tiempo t = 0 hay Z;, individuos cada uno de los cuales, al cabo
de una unidad de tiempo, es reemplazado por un nimero aleatorio de nuevos individuos
(sus hijos) de acuerdo a una distribucién comin de descendencia {px,k = 0,1,2,...}
e independientemente de los demds individuos. El nimero de individuos en la primera
generacién es entonces una suma de Z, variables aleatorias cada una con distribucién
{pk,k:O,l,Q,...} .
Los individuos de la primera generacion son reemplazados, de manera anédloga, por nuevos
individuos los cuales constituyen la segunda generacién y asi sucesivamente. El niimero
de hijos que cada individuo tiene es independiente de su historia familiar y de los demaés
individuos. La variable aleatoria Z, representa el nimero de individuos en la n-ésima
generacion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer 7, = 1.

Teorema 2: Sean {Z,}, un proceso de Galton-Watson, m = E[Z,] W, =22 y

mTL
Fo=0(Zo,Z1,...,2Z,). Si0 < m < oo entonces {IW, },, es una martingala con respecto a

{Fntn-

Msés atdn como W, > 0 entonces existe una variable aleatoria no negativa W tal que con
probabilidad 1,
lim W, =W

n—oo

Teorema 3: Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias independientes e igual-
mente distribuidas con p = E[X;] < +o0.

Sea S, =) .-  X; entonces:
Sh
n—oo N,

Demostraciones



Corolario 1 Como X, es no negativo,
E[IX,|] = E[X.] = E[X]
Por lo tanto, del teorema 1 se concluye la existencia con probabilidad 1, del lim,, ., X,,. O

Teorema 2 Por el Corolario 1, tenemos que sélo necesitamos probar que {W,},, es
una martingala.
En efecto:

Zn
E[WnJrl‘fn] :E|: +1‘fn:|

mn+1

1
= b [Zy41 | Fal

1
= ——FE[Zy41]Z,] porser {Z,} una cadena de Markov

mn

1

= .ms, =W, O

La segunda aplicacién que presentamos del teorema de convergencia para martingalas,
es una demostracion de la ley fuerte de lo grandes mimeros.

Teorema 3 Supondremos que la funcién generadora de momentos de las variables
aleatorias X, existe.
Sea ¢ > 0 fijo pero arbitrario y consideremos la funcién

g(t) = &) fm(t)
donde m(t) = Ele'*1].
Es claro que:
9(0) = 1
m(t).(u + e)et e — etite) ;! (t)

[m(1)]?

Por lo tanto existe to > 0 tal que g(to) > 1.
Vamos a probar que:

Sh .
P ( — > [+ e para un nimero infinito de n) =0
n

y que
Sh e
P <— < i — € para un nimero infinito de n) =0
n

Con lo cual se tendria que
S— . .
P(p—e < == < p+ ¢ para todos, salvo un niimero finito de n)= 1.
Tenemos

()

S etOSn |:6t0(,u+s)
—>pte — >
n m"(to) m(to)

r — [g(to))"
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Es fécil verificar (ejercicio!) que

M, = es una martingala no negativa

por lo tanto, por el teorema de convergencia para martingalas se tiene que, con prob-
abilidad 1,
lim M, existe y esto es finito.

n—oo

Puesto que g(t9) > 1 se sigue de (%) que

Sn o
P (— > |1 + € para un nimero infinito de n) =0
n

De manera andloga se prueba que

Sn . .
P (— < i+ € para un nimero infinito de n) = 0. O
n



