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1. Sumas de Variables Aleatorias Independientes

Definicién Se considera el experimento aleatorio consistente en la repeticion de juegos
binarios independientes. El resultado de cada realizacién serd un elemento de €2 siendo

Q ={w,w=(w,ws...) donde wjesA 6 A}
Para cada subconjunto de 2 (suceso) definimos la siguiente medida de probabilidad

Prob(wy wsz...) = Prob(wy).Prob(ws)...

siendo: Prob(A) =p Prob(A)=1—-p=gq
Por ejemplo: Prob(AAAA) = piq
donde se consideran las variables aleatorias independientes Bernoulli (p):
Xi(A)=1, X;(4)=0

con Prob(X; =1) =p, Prob(X;=0)=1—-p VieN

Definicién Proceso de Bernoulli. La sucesién aleatoria {X,,},>1 es Proceso Bernoulli
con probabilidad de éxito p, si verifica:

1. Xi, X5, ... son independientes e idénticamente distribuidas (iid).
2. P(X,=1)=p, P(X,=0=qgq=1-p Vn
Propiedades.

1. B[ X]]=p Vn>1 y Vr>1

2. Var[X,] = BIX}] — B*[Xy] =p—p* = pgq

3. Gxn(s) =E[S*"=sp+q Vs>0



Observacion: es proceso estrictamente estacionario y
cov(X,, Xs) = E[X, X{] — E[X,|E[Xs] =0

Proceso Sumas de Bernoulli Modeliza el niimero de éxitos en n juegos de Bernoulli inde-
pendientes:

Definicion:

Spw) = Xq(w)+...+ Xp(w) n>1, Yy So(w)=0
Sn-‘,—m - Sn = Xn+l + Xn+2 +...+ Xn+m
= numero de éxitos en los juegos n +1,n+2,...n+m

Observacion. El proceso {5, },en es una cadena de pardmetro discreto.

Propiedades

1. E[S,] =np

2. Var[S,] = npq

3. Gs,(s) =1L, Gx(s) = G%(s) = (sp+ q)"

Ejemplo de célculo de momentos:

G, (1) [n(sp+ @) pleet = np(p+ @) = np
(1) = [n(n—1)(sp+q)" > plsma
= n(n—1)p*(p+q)"
= n(n—1)p*
entonces
Var[S,] = E[XQ] — EZ[X]
= G +G'(1) - [G?
= n(n—1)p’ +np— (np)’
= n2p2 _ np2 +np — n2p2
np(1 —p)
npq
Proposicion:

Vn,k € N P(Syi1=k)=p.P(S, =k —1)4+qP(S, =k)



Demostracion: Por el Teorema de Probabilidad Total.

P(Sus1=k) = D P(Suu1 = k/Sy=j)P(S, = j)

jEN
= ZP(XH+1 =k —j)P(S, =)
jEN
psik=j+1
ya que: P(X,p1=k—j)=¢ qsik=j
0 resto
= P(Xui1 =1).P(Sp =k —1) + P(X,1 = 0).P(S, = k)
= p.P(S,=k—1)+qP(S,=k) O
Proposicién
WneN  P(S,=hk) = —"" _pet  VE=0,...n
LR STr LA e

Demostracién (por induccién completa)

k=0 k=1 k=2 k=3

n=0 1 0 0 0
n=1 q P 0 0
n=2 ¢ 2qp  p* 0

supongamos que es cierta la férmula para m, veamos que es cierta para n = m + 1:
P<Sm+1 = 0) = qm+1
para 0 < k < m + 1, por la Proposicién anterior, se tiene:

P(Smy1=k) = pP(Sp=k—1)+qP(S, =k)
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Corolario

o

Vn,m N P(Spim — Sm=k) = ( " )pkq”_k, Vk=0...n

(va que Spim — Sm = Xpma1 + Xima2 + ... + Xjon = suma de n variables aleatorias Bern(p)
independientes)



Ejemplo.
P(S516 — 59 = 3) = < ?7) ) p’q" = 35p°¢"
Para hallar probabilidades conjuntas del tipo:
P(S,, = s1,Sm, = S2,Sn; = S3)
establecemos el siguiente resultado
Proposicion

Vn,m e N
P(Span —Sm=k/So,...9m) = P(Smin— Sm =F)

Demostracion
So, - .., 9m, estdn completamente determinadas por X1, ..., X,, y andlogamente X, ..., X,,
estdn determinados por Sy, ..., S, (generan la misma o-algebra de sucesos), entonces:

P(Spin —Sm =k/So...Sn) = P(Smin—5Sm=k/X1...Xpn)
= P(Xop1 + Xonso oo b Xopn = K/ X1 .. X,0)
= (X; son variables aleatorias independientes)
= P(Xm+1 + Xmy2 + Xpgn = k)
= P(Spin—Sm=k)

Corolario Sean 0 < n; < ny < ... < n; pertenecientes a N, con j arbitrario, entonces las
variables

Sis = S0y Sny — Snys oS — S

J nj—1

son independientes

Ejemplos

P(Slo = 47 Sl2 = 57‘5(18 = 8) = P(Sl(] = 47512 - SlO = 17‘5(18 - Sl2 - 3)
- P(Slo - 4)P(512 - 810 - I)P(Slg - 512 - 3)

() (m(2)oe

= (210,2,20)p%¢"® = 8400p%¢™

E[S5Ss] = E[S5(Ss + (Ss — S5))]
E[S2 + S5(Ss — S5)]
= (por independencia)
= E[s] + E[Ss].E[Sg — S5
= ...=40p*+ 5qp



Definicién El Proceso Estocdstico {Z, }nen, es de incrementos independientes si:
O<mi<ng<...<mnj, JEN Zy —Zo,Zny— ZnyseyZny — Ly,

son variables aleatorias independientes.

Definicién El Proceso Estocdstico {Z, },en, es de incrementos estacionarios si:
VheN, V0O<n <ny<...<n;, j€N
la distribuciéon de
Zh - Z07 Zn1+h - an, Zn2+h - an---u anJrh - an
sélo depende de h y no de n;.

Proposicién El Proceso S, (suma de variables aleatorias Bernoulli) es de Incrementos
Independientes y Estacionarios.

Ejercicio Demostrar que si {Z,}.en tiene incrementos independientes y estacionarios y
ademds E[Z,] < oo Vn, entonces:
E[Zn] = E[Zo] + my.n, donde m; = E[Zl] — E[Zg]
Var|Z,] = Var[Zy]+o*n donde o] = E[(Z; —m1)?] — Var[Z]
Ejercicio Si {X;} son variables aleatorias iid con valores en N, y
Zn = X1+ Xo+.. .+X,, conn € Nentonces Z, es de incrementos independientes y estacionarios.

Otro punto de vista sobre el Proceso de Bernoulli: interés en predecir el futuro del proceso
de sumas, segtin la informacién del pasado.

Proposicién: (Propiedad de Markov) Sea Y = ¢(Sy,, Smi1,- -+, Smin) Dara algin n €
N, esto es, Y es variable aleatoria que depende de un nimero finito de variables. Entonces
E[Y/Sy...Sn| = E[Y/Sn]

Demostracion

Por el argumento de identidad de las o-algebras
O"'V<X1Xm) = o N(S()Sm)
se verificard que para cada funcién g existird una cierta funcién g* tal que:

Q(Sma Serl cee 7Sm+n) = g*(Sma Xm+1> <o 7Xm+n)

luego para cada valor de Y se tiene que:

P(Sw = k Xps1 = i1, Xpoen = in/So - - . Sim)
= (por ser {Xi} independientes)
= P(Sn=k/So...5).P(Xmi1=11) ... P(Xpnin =in)
luego
E[Y/Sy...Sn] = funcién de (S,,) = E[Y/Sn) O



Ejemplos: Calcular

E[S11/555455] = (por la propiedad markoviana) = E[S11/S5]
= E[S5+ (S11 — 55)S5] = E[S5/S5] + E[S11 — S5/S5]
= S5+E[511—S5]:S5+6p

E[SsSs] = E[E[S55s/S5]] = E[S5.E[Ss/ S]]
= E[S5(95 + 3p)] = E[S3] + 3pE[S5]
= Var[Bin(5,p)] + E?[Bin(5, p)] + 3p,5p = 40p* + 5pq



2. Proceso del niimero de intentos hasta obtener k éxitos
sucesivos en juegos independientes Bernoulli

Sea Ti(w) = mimero de intentos hasta el k-ésimo éxito, por ejemplo, si se ha obtenido en
una experimentacion

Xi(w)=0, Xow)=1, X3w)=0, Xylw)=1...

entonces 11 (w) =2, Ty(w) =4,...,{Tk}ren contabiliza la cantidad de k éxitos.

Lema Vw € Q, con kK > 1y n > k se verifica que:

(1) Tiplw) <n <= Sw) >k

2) Tw=n <> Sealw)=k—1X(w) =1
Teorema
Vk>1:
P{T, <n} = ” (?)qu"_j, n==kk+1,...

S

=k
P{T, =n} = (Z: >pkq"k, n="kk+1,...

Distribucién Binomial Negativa.

Demostracién. Fijando k € {1,2,...} y n > k entonces:

P{T} <n} = P{S, zk}ZiP{Sn:j}

j=k

de donde se obtiene (1).
Como los sucesos {Tj(w) =n} y {S,-1 = k — 1, X,, = 1} son idénticos, se deduce que:

Prob{T, =n} = Prob{S,-1=k—-1,X, =1}
P{S,_1 =k —1}P(X, =1)

n—1Y\ i1 nk
— O
(k—l)p q"".P

Observacion

Prob(el lugar que ocupa el k-ésimo = n) = ( kit (n—k)—1 > prg" "

n—=k
= Prob(n°fracasos previo k-éxito = n — k)
= Prob(n’fracasos antes del k-ésimo éxito=r=n—k=0,1,...)

se verifica ademds que:

(7Y = (Ern) o (b



o= [kt (n—k)—1 -

GpNkp)(8) = E[S]:ZS (n_g{; ) >qu g
k
x

n=k
_ Z s“:( —i—x—l) o _pSkZSQ (k—i—x—l)
r=n—k=0
ps \"
= pF(1—s0)F =
p*(1 - sq) -
de aquf se obtienen los momentos:
k
E[BN(k,p)] = IBN(k,p)<1):]_j
kq
Var[BN(k,p)] = Ghnpp()+G' (1) - (G%=...= 2

Proposicién El proceso {1} },>1 verifica que:
(a) P{Tyy1=n/Ty...Tp} = P{Tx11 = n/T}}
esto es independencia de Ty, ..., Tk 1.
(0) P{Terr =T =m/Ty... Ti} = P{Tiys — Th = m} = pg™ ™
Distribucién geométrica.

Ejercicio. Calcular

1
Bl —Th] = -
p
Var[Tp — T = ]%
DS
GTk+1_Tk (8) 1— q.

Ejercicios de aplicacién: Reposicién de dispositivos cuya vida ~ geom (p).
m(m)=pg"t,  m>1
Calcular P{T; = 3,75 = 9,7, = 17}
Solucion:
P{Th=31Ts = 9T, =17} =P{11 =3,T5s —T1 =6,T; — T5 = 8}
(independencia = P(T) = 3)P(Ts — T\ = 6)P(T7y — T5 = 8)
— P(Ty=6)— «— P(T,=8)—

o (3=1\ 12/ 61\ 4o( 81 7 10
= (1_1>pq(4_1)pq 9_ 1 p*q® =10p'q

Calcular E[T5/T3], y E[T5/T1 3 T2 12 T3 = 14]

2
E[T5/T3] = E[Tg +T5 — T3/T3] == T3 + E[TQ} - T3 +]—?
entonces
E[T5/T1:3,T2:12,T3:14] == E[T5/T3:14]

2 2
= Th+2=14+2
m m



La vida de cierta componente es una variable aleatoria discreta, cuya distribucion es 7(m) =
pg™ 1, con m > 1. Al producirse el fallo, se sustituye por otra idéntida. Los reemplazamientos
ocurren en los instantes dados por {7} }ren. El coste de cada componente nueva es ¢ euros. Se
admite la “tasa de descuento” constante para el dinero, esto es a lo largo de n periodos, ¢ euros
del instante n tienen un valor c.a™ euros de hoy (obsérvese que o < 1y si la tasa de inflacién
es de 6% por ejemplo o = m). Entonces si cada resposicién cuesta c euros, calcilese la

esperanza total del valor de descuento de todas las futuras reposiciones de esta componente.

C]gw) —c Ong(w)7 E>1
entonces: -
C(w) = Z ca k)
k=1
_ - Tl C ap
Bl0) = Y Bl =Y e (22
k=1 k=1
ap 1 ap
_— C ap = Cl
l—ag \1-— T -«
ya que :
Ela™] = [aTa®> 1 oT ) =1 Ty — Ty, Ty — Ty

tienen la misma distribucién geométrica)

ap
= Geon() = 120

3. Generalizacion del Proceso de Sumas Bernoulli

PASEOS ALEATORIOS:

Propiedades:
1. Homogeneidad espacial
Prob(S,, = j/So =a) = Prob(S, = j+b/Sy =a+b)

Demostraciéon

Los dos miembros =  Prob(>. X; = j —a) O
1



2. Homogeneidad temporal
Prob(S,, = j/So = a) = Prob(Syim = j/Sm = a)

Demostraciéon

Miembro izquierdo =

n m-+n
:P<2Xi:j—a) :p<ZXi:j—a> =
=1 m+1

= Miembro derecho.

3. Posee la propiedad de Markov

P(Snim =17/So0---Sn) = 0(Spim = 7/Sn) Ym >0

4. Paseo Aleatorio Simétrico (caso p =1 =1/2)
E[S,]=0 Vn

Var[S,)=n  Vn
Gon(s) = (sp+q)" Vn

SiX; 1=1...n, es sucesién aleatoria con multiples valores en Z para X;, el proceso suma
S, origina una Cadena de Markov de pardametro discreto.



