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Objetivos

1.

Conocer qué es un grafo y sus principales
propiedades.

Implementar el tipo abstracto grafo usando
distintas representaciones.

Comprender la complejidad espacial y
temporal de cada representacion.

Comprender e implementar algoritmos para
visitar los vértices de un grafo.

Resolver problemas aplicando grafos.
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Introduccion

Estructuras Lineales

Arra?

O 1 8§ 3 % & 6

StacKk

-+—> g ‘1

Linvked List

J

Quewe



Introduccion

Estructuras jerarquicas (no son lineales)
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Introduccion

Estructuras no lineales: grafos
Nodos o vertices

Aristas O O

G-nrapk.

Permiten representar cualquier tipo de
conexion



Introduccion

[ Chus

| Tom | [ Pablo |

Una red social se puede representar como un grafo no
dirigido y no ponderado. Los usuarios son los vértices y
sus relaciones de amistad las aristas.
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Conceptos sobre grafos

Grafo: G=(V,A) o O
Un grafo G es un par (V,A), Q/ \ [ \
donde V es un conjunto de \ O O O

vértices (nodos) y A un \ / /

conjunto de aristas O\Q

G-'nrapk.



Conceptos sobre grafos

5—3
e 7\ /VS\ Grafo: G=(V,A)
e dies

V;Q\AK

V={vl,v2,v3, v4, V5, v6, v7, v8}
¢{Como puedo representar una arista?
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Conceptos sobre grafos

Tipos de Aristas
O/_‘S) O 0
Airected u.wqdi.v'ec.tc—'_a’
() {uv} .

(u,v)I=(v,u) if ul=v {u,v} = {v,u}
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Conceptos sobre grafos

Grafo: G=(V,A)

V={vl,v2 v3 v4,v5, v6, v7, v8}
A= {{v1, v2}, {v1, v3}, {v1, v4}, {v2,v5}, {v2,v6},
{v3,v7}, {v4,8}, {v5,v8}, {v6,v8}, {v7,6v8}}

"% e IVI =numero de vé_rtices
7\ / \ Al =numero de aristas

N \ L 0" O wi-s
// AI=10
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Conceptos sobre grafos

Grafo dirigidos

Grafo no dirigido
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Conceptos sobre grafos

Grafo ponderado (weighted)
35

Leganés Getafe
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Conceptos sobre grafos

[César [ - ]\

Let 1 _Ana_|
David |

Diego |— Fede |

|sabel Moni

[ Chus

| Tom | [ Pablo |

¢ComMo sugerir nuevos amigos a Isabel?
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Conceptos sobre grafos

| Juan ]\[ ]
Ana
D

|sabel Moni
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Conceptos sobre grafos

Chus

_— ] \[ Fran |

| Tom | [ Pablo |

Encontrar todos los nodos para los que exista un
camino de longitud 2
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Conceptos sobre grafos

1

PageD

PageB
PageA
PageE

PageC PageG

PageF]

PageH]

La Web se puede representar como un grafo
dirigido. Los vértices son las paginas web y las

conexiones entre estas son las aristas del grafo.
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Conceptos sobre grafos

PageE ]
PageD ]/{ l
PageC PageG

u\[ rege” Bucle

PageH (lOOp)

Una pagina puede contener un enlace a ella
misma. Ese tipo de aristas son conocidas como
bucles (loop) y son aristas que conectan un
vértice consigo mismo. .



Conceptos sobre grafos

Aristas maultiples (aristas paralelas)

) Madrid

Sevilla



Conceptos sobre grafos

e Los buclesy las aristas paralelas tienden a

nacer mas complejos los algoritmos de grafos.

e Un grafo simple es un grafo que no tiene
bucles ni aristas paralelas.




Conceptos sobre grafos

e ;Cual es el nUmero minimo y maximo de
aristas en un grafo simple dirigido?

Y [VI]=4
@\/CB) [A] =0 (minimo)
| > : V] =4
C IA] =12 (méximo)

Si /V/ = n, cada vértice podria tener un maximo de
n-1 aristas. Por tanto, O<= /A/<=n(n-1)

22



Conceptos sobre grafos

e ,;Cual es el numero maximo de aristas en un
grafo simple no dirigido?

@}\{@
AN

Si /V/ = n, cada vértice podria tener n-1 aristas.
0<=/A/<=n(n-1)/2

23



Conceptos sobre grafos

e Un grafo es denso si el nUmero de sus aristas

es cercano a su numero maximo posible
(n(n-1) o n(n-1)/2) (= n?

24



Conceptos sobre grafos

e Un grafo es escaso si el nUmero de sus aristas
es cercano a el niUmero de sus vértices (= n)

i
C—D

25



Conceptos sobre grafos

e Conocer si un grafo es denso o escaso nos
ayudara a elegir la implementacion mas
apropiada.

C——D

sparse
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Conceptos sobre grafos

e Un camino es una secuencia de vértices tal
que exista una arista entre cada vértice y el
siguiente.
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Conceptos sobre grafos

e Un camino simple es aquel que no repite
vertices en su recorrido.
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Conceptos sobre grafos

e Este camino no es simple porque hay dos
vértices repetidos <A B,F.E,G,F,E>

29
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TAD Grafo

G=(V,A),donde V es el conjunto de vértices y A
es el conjunto de aristas.
Operaciones:

- Constructor. En nuestro caso, el constructor va
a recibir como parametro el conjunto de
vértices. Ademas, también podemos incluir un
parametro para indicar si el grafo es dirigido o
no.

- add_edge(start, end, weight=1): crea una arista
de start a end, con peso weight. Si el grafo no
esta dirigido, también afiade la arista de end a
start.
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TAD Grafo

- contains_edge(start,end): comprueba si
existe la arista de start a end existe. Si
existe, devuelve su peso asociado.

- remove_edge(start, end): borra la arista de
start a end.
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TAD Grafo

Mas operaciones:
- bfs(): devuelve (o imprime) el recorrido en
anchura del grafo.
- _bfs(v): devuelve (o imprime) el recorrido en
anchura desde el vértice v.
- dfs(): devuelve (o imprime) el recorrido en
profundidad del grafo.
- _dfs(v): devuelve (o imprime) el recorrido en
profundidad desde el vértice v.
Ademas, también se pueden incluir otras operaciones
como los algoritmos de camino minimo.
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TAD Grafo

Mas operaciones:

bfs(): devuelve (o imprime) el recorrido en
anchura del grafo.

_bfs(v): devuelve (o imprime) el recorrido en
anchura desde el vértice v.

dfs(): devuelve (o imprime) el recorrido en
profundidad del grafo.

_dfs(v): devuelve (o imprime) el recorrido en
profundidad desde el vértice v.
minimum_path(start, end): devuelve una lista de
vértices con el camino minimo de vértice start a
end.
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Implementacion

G=(V,A), V vértices, A aristas

(A- (B

C D

¢{Como puede representar un grafo?

36
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Introduccion
Conceptos sobre grafos

TAD Grafo
Implementaciones:

o Matriz de adyacencia.

o Lista de adyacencia.
o Diccionarios (Python)
e Recorridos
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Matriz de Adyacencia
Lista de vértices

0 0
- e
2 C
2(C 3 D
‘| E
3 5F

Cada vértice es representado por un indice. Podemos usar
una lista de Python (array) para almacenar los vértices.
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Matriz de Adyacencia (grafo no dirigido

0
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Matriz de Adyacencia (grafo no dirigido

)
(A B ol A 0012388
2B ! 110
2(C 3(D 2 C| ° 0 0 1
D 10
° AE| 4 1 0
>IF 2100100

En los grafos no dirigidos, la matriz de
adyacencia va a ser simétrica: Mij = M;i



Matriz de Adyacencia (grafo no dirigido)

) 3 4 5
000
1 10
2 0 0O
0 10
000
000
’1, if (i, j) si es una arista En este caso, la

Mij = — matriz no es

0, €ocC simétrica



Matriz de Adyacencia (grafo no dirigido)

5
(A (B~
1 6
C D~ ¢
11

8

8

= O

8

8

o O

MmO W >

8

11

¢{Como representar grafos ponderados?
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Matriz de Adyacencia - Complejidad Espacial

0 1

(A (B

Complejidad espacial
If[V]=n, O(n?

Mmoo w >

011000
17001 10
10000 1
010010
010100
001000




Matriz de Adyacencia - Complejidad Temporal

0 1 2 3 4 5
(A——B o Al 9011000
®'B 100110
2(C 3(D 2C %1000 0 1
D °*0/100 10
5 4E4i61010_6i
>'F °/0/0 1000
Complejidad temporal O(n)

buscar los vecinos de E?



Matriz de Adyacencia - Complejidad Temporal

O 1 2 3 4 5

(A B oAl 00 1/1]/0/0/0
2£7B) "1 0001)1/0

2(C D 2'C' 21100 0 01
D) *0 100 10

5 “E 4010100

5 F 500 1000

;SON vecinos? O(n) + O(1)



Matriz de Adyacencia - Implementacion
e Implementacion de grafo no ponderado y no

dirigido basado en matriz de adyacencia.
e Implementacion de grafo (cualquier tipo)
basado en matriz de adyacencia.

47


https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_matrix.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_matrix.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_any_type_matrix.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_any_type_matrix.py

Matriz de Adyacencia - Conclusiones

e En téerminos de complejidad temporal, la
matriz de adyacencia es una estructura
eficiente (O(n)).

e Sin embargo, en términos de complejidad
espacial, es una representacion demasiado
costosa (0O(n?)).

e Se considera una implementacion adecuada
cuando n? es pequefio o el grafo es denso
(nimero de aristas proximo a n?).

e |La mayoria de los grafos reales son escasos
(por ejemplo, WWW).
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Matriz de Adyacencia - Conclusiones

0

1

A

]

4] 5
10

== Sl [V

1 2
00

= (O

e SiFacebook tiene 1000 millones de
usuarios (107), las filas de la matriz de
adyacencia son de dimension 10?

e Siun usuario, B, tiene 1000 amigos, en
su fila, habra:

o Numerodels: 1000 =1KBy
o N({mero de Os:10°-1000 = 1GB

50



Lista de Adyacencia
0 1
@ Para representar los vecinos

de B, seria suficiente con
almacenar sus indices en un
lista de python o en una
lista enlazada.

A D E

Vecinos de B:

A D E None

51



Lista de Adyacencia
0

N\ 0 A

Seguiremos utilizando un array (lista de python)
para almacenar los vértices
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Lista de Adyacencia
0

N oA0 B ~.c™
BT A LD | E| N

5 3 ol | A [

5 3D 3 gl ——{E|"ere

{E4 g —D "

Usaremos un array de listas enlazadas para
almacenar los vértices adyacentes a cada vértice.
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Lista de Adyacencia (grafo ponderado)

5
A Bl 9 0l A |0 || (&)
1 ' 1 B 11 | (A,9)
(D) : 2. C 2 A
11 3 D 3 . (B,6)

(C,1) | None
—— (D,6) | (E,9) | None

(F,11) | None

—— (E,8) | None

1] (D,8) | None

> F P ey [

Cada vértice adyacente se representa como un
par (v,w) donde v es el vértice adyacente, y el

peso de la arista.

54



Lista de Adyacencia - Complejidad Espacial

A o SNE ] (B,5) __(C,1) Nore
1 B 11 1 (A5) —— (D,6) —— (E,9) | None
2 C 2| | (A1) — (F11) | None

" 3D 3 —(B6)| — (EB) | Nome
“ B4 —(B9) (D8 None
STF 5 —canw

ne

O(|A])
Recuerda que el nUmero maximo de aristas en un
grafo simple es n(n-1)/2 (no dirigido) y n(n-1) (dirigido)
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Lista de Adyacencia - Complejidad Espacial

A i B ° ol A O [ (B,5)| __|(C,) | Nore
1 . B (A5) . (D,6) —— (E,9)  Nore
C | 2. C 2 (A1) —— (R1) None
: 3D 3 — (B8 + (E,8) | None

“TE 4 (B9 (D8 None
° F > 1(C1) |

Si el grafo es denso: O(|A]) -> n2
Si el grafo es escaso: O(|A]) -> n

56



Lista de Adyacencia - Complejidad Temporal

A i B 0l A O 1 /(B5) __(C,1) Nore
1 . "B’ _ /(A5)| . (D6)| —— (E,9) | None
C | 2. C 2 (A1) —— (R1) None

; S'D 3 ——(B,6) — (E8) None

4 E 4 ——{(B,9)  —7 (D,8) | None

5 F 5 —_’(C,11) No

ne

Obtener vértices adyacentes a E?
O(n) (obtener su indice=4) y O(1) devolver la lista
de adyacencia asociada al indice 57



Lista de Adyacencia - Complejidad Temporal

A i B 0l A O 1 /(B5) __(C,1) Nore
1 . "B’ _ /(A5)| . (D6)| —— (E,9) | None
C | 2. C 2 (A1) —— (R1) None

; S'D 3 ——(B,6) — (E8) None

4 E 4 ——{(B,9)  —7 (D,8) | None

5 F 5 —_’(C,11) No

ne

Comprobar si E y F son vecinos?
O(n) (obtener elindice de E) y O(n) comprobar si
F esta en la lista de adyacenciade E e



Lista de Adyacencia - Implementacion

e Implementacion de grafo (cualquier tipo)

basado en lista de adyacencia.
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https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_adjlist.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph_adjlist.py

Lista de Adyacencia - Conclusiones

e En términos de complejidad temporal, la lista de
adyacencia y la matriz de adyacencia son
similares. Para la mayorias de las operaciones, su
complejidad es O(n) donde n=|V].

e Sin embargo, en términos de complejidad
espacial, la lista de adyacencia es una estructura
mas eficiente O(]A]).

e La mayoria de los grafos reales son escasos, y por
tanto, |A|=|V|=n. Por tanto, la complejidad
espacial sera O(n).
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Diccionarios

graph = {

A B A:[BIC],
.G B:[ADIE],
(D
CLAF],
D['BIET,

Los vértices del grafo se van a representar

como las claves (keys)del diccionario. ‘E:['B'D’],
En el diccionario, asociado a cada clave (vértice),

se guarda la lista de sus vértices adyacentes FLC

62



Diccionarios (grafos ponderados)

11

graph = {
A:[('B’,5),('C',1)],

‘B :[('A5),('D’,6),('E’,9)],
'C[(AL1),(F,11)),
'D":[('B’6),('E’,8)],
‘E:[("B,9),('D’,8)],

‘F:I(‘C’,11)] }



Diccionarios - Implementacion

e Implementacion de grafo (cualquier tipo)

basado en diccionarios de Python
(recomendada).

64


https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/graph.py
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Recorridos (Graph Traversals)

e Problema del viajante: encontrar una ruta que
le permita visitar todas las ciudades (vértices)

—— .

ﬂ Adde

*90
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Recorridos de grafos

Recorrido en anchura Recorrido en profundidad
(Breadth first search) (depth first search)

Source: https://www.thedshandbook.com/breadth-first-search/
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Recorrido en anchura (bfs)

Breadth-first traversal (BFS)

e |dea: visitar todos los vértices
por niveles.

e Algoritmo similar al recorrido
por niveles de los arboles.

Output: A

68



Recorrido en anchura (bfs)

Output: ABCD




Recorrido en anchura (bfs)

Output: ABCDEF




Recorrido en anchura (bfs)

Output: ABCDEFG




Recorrido en anchura (bfs)

Output: ABCDEFGH




Recorrido en anchura (bfs)

Output: ABCDEFGH




Recorrido en anchura (bfs)

https://visualgo.net/en/dfsbfs

74



Recorrido en anchura (implementacion)

e Queue

e Lista (o diccionario) de
booleanos para indicar que
nodos ya han sido visitados

9

@ 6 A B C D E F
7

G H
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Recorrido en anchura (implementacion)

Empezamos, por ejemplo, por el
nodo Ay lo afadimos en la cola

76



Recorrido en anchura (implementacion)

9

Mientras la cola no esta vacia, hacer:

1. Sacamos el primer elemento de
la cola

2. Imprimimos y marcamos como
visitado

3. Obtenemos sus nodos vecinos y
los afiadimos a la cola

A
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
@ 2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

q |[BCD
A B C D E F G H

Output: A
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
@ 2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

Q |CDEF
A B C D E F G H

Output: A B
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
@ 2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

q [DEF
A B C D E F G H

Output: ABC
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
. Sacamos el primer elemento de la
cola
Imprimimos y marcamos como
visitado
. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

q E F
A B C D E F

G H

Output: ABCD
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

g FG
A B C D E F

G H

Output: ABCDE
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

g G
A B C D E F

G H

Output: ABCDETF
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

g H
A B C D E F

G H

Output: ABCDEFG
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Recorrido en anchura (implementacion)

Mientras la cola no esta vacia, hacer:
1. Sacamos el primer elemento de la
cola
2. Imprimimos y marcamos como
visitado
3. Obtenemos sus nodos vecinos y los
anadimos a la cola

q
A B C D E F

G H

output: |A B CDEF GH
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Recorrido en anchura (implementacion)

La cola esta vacia y ademas todos los
vertices ya han sido visitados!!!

q
A B C D E F G H

Output: ABCDEFGH
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Complejidad Espacial - Recorrido en anchura

e Recordamos que la complejidad espacial de un
grafo es: |V] +|A|, siendo |V|=n, niUmero de
vertices
o Implementacion basada en matriz: |V] + |Al=

N + n?
o Implementacion basada en lista de
adyacencia o diccionarios™
m Sielgrafoesdenso [Al=n2:|V|+]|Al= n+
2
m Sielgrafoesescaso|Al=n:|V|+]|A|= n+
n

(*) La complejidad espacial de un grafo basado en diccionario serd el nimero de vértices (keys) + la suma del
tamafo de todas las listas de adyacencia, que es igual, al nUmero total de aristas. Es decir, |V| + |A]
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Complejidad Espacial - Recorrido en anchura

e Por tanto, implicitamente todas las funciones
ya tendran una complejidad espacial de |V] +
|Al.

e Sielgrafo es denso o estaimplementado con
matrices, la complejidad espacial requerida sera
de orden cuadratico.

e Silaimplementacion no esta basada en
matrices, y ademas, el grafo es escaso, la
complejidad espacial sera de orden n.

(*) La complejidad espacial de un grafo basado en diccionario serd el nimero de vértices (keys) + la suma del
tamafo de todas las listas de adyacencia, que es igual, al nUmero total de aristas. Es decir, |V| + |A]
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Complejidad Espacial - Recorrido en anchura

e Sinos limitamos a considerar Unicamente la
complejidad espacial de las estructura auxiliares
que usa la funcion bfs:

o Cola g: n, como maximo numero de vértices

o Diccionario visited: diccionario de n keys y
con n booleanos asociados, es decir, este
diccionario es como tener n tuplas (key,
value). Su complejidad espacial es 2n

e Por tanto, la complejidad espacial (extra) del
método bfs sera de orden n.



Complejidad Temporal - Recorrido en
anchura

e Lacomplejidad temporal del recorrido en anchura sera
O(|V] + |A]), porque en el peor caso sera necesario
recorrer todos los posibles caminos a todos los vértices.
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Complejidad Temporal - Recorrido en
anchura

e Por ejemplo, en el grafo de la izquierda, es necesario
recorrer todos los nodos adyacentes a uno dado.

e Sin embargo, en el grafo de la derecha, una vez que has
visitado 10 (como hijo adyacente de 5), no es necesario
volver a recorrerlo como adyacente de 6.

Source. https://www.techiedelight.com/check-undirected-graph-contains-cycle-not/
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Recorrido en profundidad (dfs)

Recorrido en amplitud:
Breadth-first traversal (BFS)
Recorrido en profundidad:
Depth-first traversal (DFS)
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Recorrido en profundidad (dfs)

Idea: Partimos de un vértice y
continuamos por una de sus ramas hasta
que sea posible.

Cuando no sea posible, retrocedemos
hasta encontrar el primer vértice ya
visitado con varios caminos, para
continuar por alguno de ellos.

Utilizamos un diccionario (o una lista) para
marcar los nodos visitados.

El algoritmo sigue mientras haya vértices
por visitar.

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,

A B C D E F

G H

94



Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H

En H, no podemos continuar, asi
gue retrocedemos hasta encontrar
otra rama alternativa donde
podemos continuar
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B.E,G,H,F

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H,F

En F, no podemos continuar, asi
gue retrocedemos hasta encontrar
un nodo ya visitado que tenga
otras ramas que visitar.
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H,F,C

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

D Output: A,B,E,G,H,F,C



Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H,F,C,D

A B C D E F

G H
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Recorrido en profundidad (dfs)

Output: A,B,E,G,H,F,C,D

F es adyacente a D, pero ya ha sido
visitado, asi que no tenemos que volver a

visitarlo.

Terminamos porque ya no hay mas
caminos y todos los vértices han sido

visitados.
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Complejidad espacial - Recorrido en
profundidad (dfs)

e Sinos limitamos a considerar Unicamente la
complejidad espacial de las estructura auxiliares
que usa la funcion dfs:

o Diccionario visited: diccionario de n keys y
con n booleanos asociados, es decir, este
diccionario es como tener n tuplas (key,
value). Su complejidad espacial es 2n

e Por tanto, la complejidad espacial de dfs sera
menor que la complejidad espacial de breadth
(cola + diccionario).



Complejidad espacial - Recorrido en
profundidad (dfs)

e Lacomplejidad temporal del recorrido en
profundidad es O(|V] + |A]) porque en el peor caso
para cada nodo sera necesario visitar todos los
caminos que parten de dicho nodo.

e Como ocurria en el recorrido en anchura, si el grafo
es un arbol (es decir, no se forman ciclos), sera
necesario recorrer todos los posibles caminos del
grafo.



Recorrido en profundidad (dfs)

https://visualgo.net/en/dfsbfs

108



Recorridos (implementacion)

e Recorrido en anchura, metodos bfs y _bfs
e Recorrido en profundidad, méetodos dfs y _dfs
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https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/traversals.py
https://github.com/isegura/OCWEDA2022/blob/main/TEMA6/traversals.py

Indice

Introduccion
Conceptos sobre grafos

TAD Grafo
Implementaciones:

o Matriz de adyacencia.
o Lista de adyacencia.
o Diccionarios (Python)
e Recorridos
e Algoritmo de camino minimo (Dijkstra).
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:/Como encontrar el camino mas corto
entre dos ciudades?

Por ejemplo, parairde AaH

i 3

o o o

Creado con la herramienta online httgs://graghonilne.ru/en/

http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc 111


https://graphonline.ru/en/

:/Como encontrar el camino mas corto
entre dos ciudades?

Ruta 1: A->B->E->H (22 km)

»9/\9\

3

o

5

O - @

Creado con la herramienta online https://graphonline.ru/en/
http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc 112


https://graphonline.ru/en/

;Como encontrar el camino mas corto
entre dos ciudades?

Ruta 2: A->B->D->G->H (28 KM)

B
e N
0 . XAJ
C_ 5 Ee
o

Creado con la herramienta online https://graphonline.ru/en/
http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc 113



https://graphonline.ru/en/

:/Como encontrar el camino mas corto
entre dos ciudades?

Ruta 3: A->C->F->G->H (18 km)

(B 3

L 5

Q

2
6 »g/‘e

\

Creado con la herramienta online https://graphonline.ru/en/
http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc 114



https://graphonline.ru/en/

:/Como encontrar el camino mas corto
entre dos ciudades?

Ruta 4: A->C->D->G->H (17 km)

(B 3 (E)

i 3

NS

Creado con la herramienta online https://graphonline.ru/en/
http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc 115



https://graphonline.ru/en/

;Como encontrar el camino mas corto

entre dos ciudades?

El problema se complica cuando tengo muchas

ciudades (vértices) y carreteras (aristas
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Algoritmo de Dijkstra

e También conocido como algoritmo de
camino minimo.

e Permite obtener el camino mas corto entre
un veértice origen y el resto de vértices en el
grafo.



Algoritmo de Dijkstra

Creado con la herramienta online https://graphonline.ru/en/

http://graphonline.ru/en/?graph=SrfeylVWuybozZrc e


https://graphonline.ru/en/

Algoritmo de Dijkstra

Camino minimo de A a H:

119


https://graphonline.ru/en/

A

Algoritmo de Dijkstra - Resultado esperado

Nos permite calcular el camino mas
corto desde A al resto de vértices.

El vértice anterior nos permite
reconstruir el camino de un
vértice a otro.

L & m m O N W >

Distancia Vértice
acumuluda del | anterior
camino mas

corto desde A

O -
12
4
6
15
10
14
17

A 0O N w N > >
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Algoritmo de Dijkstra - Inicializacion

def dijkstra(self, origin: object) -> None:
visited = {} i (
previous = {}
distances = {}

for v in self._vertices.keys():
visited[v] = False
previous[v] = None
distances[v] = math.inf

distances[origin] = 0

En primer lugar, debemos crear tres diccionarios:
visited, previous, distances e inicializarlos.
Ademas, también marcamos distancia del vértice

origen a O.
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Elegimos el vértice origen (A) e Longitud | Vértice
inicializamos las distancias a otros g‘ea:d‘;‘;'(w anterior
vértices como <. La distancia A a

A 0 None
A se considera O.
B 00 None
C 00 None
D o0 None
E 00 None
F 00 None
G 00 None
H 00 None

visitados={}



Algoritmo Disjkstra- bucle principal

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

En el siguiente bucle, iteramos n veces, siendo n
el nUmero de vértices.

En cada iteracion vamos a obtener el vértice con
menor distancia acumulada y lo vamos a visitar
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Marcamos A como visitado y, obtenemos Longitud | Vértice

sus vértices adyacentes (B,C). Debemos mas corto | anterior
calcular su distancia acumulada. También desde A
indicamos que el vértice anterior a esos dos | 5’ 0 None
vérticesBy C, es A.
B| 0+12 A
0+12=12 C 0+4 A
Pa D o0 None
E 00 None
F 00 None
0+4=4 G 0 None
visitado[A]=True
H 00 None

Los adyacentes no visitados de A son {B, C}, ambos con
distancia «, mayor que la que viene desde el vértice A. Por
tanto, debemos actualizar la distancia de B y C, asi como su 124
nodo predecesor



Algoritmo Disjkstra- bucle principal

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:

i = adj.vertex Longitud @ Vértice
w = adj.weight mas corto anterior
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w: desde A
# we must update because its distance is greater A{ 0
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v B 12 A
c| 4 A
Volvemos a iterar, y en la D -
segunda iteracion deberemos B
s . . F -
tomar el vértice no visitado T2
con menor distancia H| -

acumulada.



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Marcamos a C como visitado, y Longitud  Vértice
recuperamos sus vértices mas corto | anterlor
desde A
adyacentes: {D, F}, que no han N :
sido visitados. . .
v
C 4 A
4+2=6 D 0
E 0
_ F o0
e 4+6=10
distancia[D]= « > distancia[C] + 2 = 6 => Debemos G "
actualizar H o0

distancia[F]= « > distancia[F] + 6 = 8 => Debemos
actualizar 126



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Ademas, guardamos C como vértice Longitud | Vértice

anterior paraD y F. mas corto  anterior
Termina esa iteracion, y el bucle sigue desde A
iterando (3 iteracion < 8 nimero vértices). A’ 0 ]
Debemos seleccionar el vértice no 3 . A
visitado con menor distancia acumulada: —

C 4 A
D

D | 4+2=6 C

E 00

F | 4+6=10 C

G %)

H %)
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Ahora el vértice no visitado con menor . . .
Longitud | Vertice

distancia acumulada es D. Lo marcamos mas corto | anterior
como visitado y recuperamos sus vértices desde A
. _ ,
no visitados: G. A 0 ]
B 12 A
v
C 4 A
v
(D) D 6 C
E )
6+8=14 F 10 C
G )
visitados[D]=True #[A,C,D] ya han sido H -

distancia[G]=« > distancia[D] + 8 = 14 =>

Debemos modificar 198



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Ha terminado la t.ercerafl‘lteraaon‘. Longitud | Vértice
Empezamos la 4 iteracion < 8 (nimero mas corto | anterior
de vértices). Ahora el vértice no visitado desde A
. . v
con menor distancia acumuladaesFy A 0 -
vamos a recuperar sus adyacentes: G. B 12 A
v
C 4 A
v
D 6 C
E 00
E/ 10 C
G 14
o H 0

visitado[F]= True
visitados=[A,C,D,F]
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Para el Unico vértice adyacente no visitado Longitud | Vértice

a F, G, debemOS Compl‘obar: mas corto  anterior
distancia[G] = 14 > distancia[F] + 5 = 10 +5. desde A
No se cumplel!ll. Por tanto, no Ao i
actualizamos la distancia y previo de G. 3 . A
v
C 4 A
v
D 6 C
E )
VI F 10
e G 14
H %)

Termina la cuarta iteracion, Seguimos
iterando porque 5 < 8 130



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

En la 5% iteracion, debemos Longitud | Vértice
seleccionar el vértice no visitado mas corto | anterior

({B, E, G, H},) con menor distancia
acumulada: B

D

0
12
4
6

[~ @)

10

14

IG)'HITIU«O«UJ >«

o0
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Marcamos B visitado, visitado[B]=True, y Lonai -

o ongitud | Vertice
recuperamos sus adyacentes no visitados mas corto  anterior
para comprobar: desde A
d[E]= e« > d[B] + 3 = 15 => Modificar

AN

0 -

12

Q

4
6

<

[~ @)

10

<

OO ™ O x| >r

14

T @O/ mMm | m o O|lm| >

o0
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Actualizamos también el previo de E para Longitud | Vértice

que sea B. Termina la quinta iteracion y mas corto  anterior
comienza la sexta (< 8). Otra vez debemos desde A
seleccionar el vértice no visitado {E, G, H},  »” 0 ]
con menor distancia acumulada: G 7
B | 12 A
v
12+3=15 C 4 A
O v
D 6 C
E 15 B
F‘/| 10 C
G 14 D
H %)

visitados=[A,C,D,FB] 133



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Marcamos G como visitados y tomamos Longitud | Vértice

su Unico vértice adyacente, que ademas mas corto | anterior
no ha sido visitado: H. Calculamos desde A
v
d[H]=>d[G] +3=14+3 =18,y A 0 ,
actualizamos su distancia acumulada. B 12 A
v
Cc 4 A
v
D 6 C
E 15 B
o FY 10 C
I G 14 D
H °0 None

visitados[G]=True #[A,C,D,FB,G] 134



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

También debemos actualizar el Longitud | Vértice
predecesor de Ha G. mas corto | anterior
Comenzamos la 7* iteracion (< 8), los desde A

vértices no visitados son {E, H}, siendo E 0 -

el de menor distancia acumulada

12

—<

4

15

Y10

A
B
C
D’ 6
E
F
G\/

14+3=17 14

@@ o O w o >» >

& H | 14+3=17
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Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Marcamos E como visitado, y

Longitud Vértice
obtenemos sus adyacentes. H es el v

mas corto anterior

Unico vértice adyacente no visitado. desde A
Debemos calcular: AY 0 ]
d[H]=17>d[E]+7.=15+7=22.Nose BJi 1 A
cumple, no actualizamos. v .
o D’ 6 C
V| E 15 B
Fv 10 C
| 14 D
H 17 G

visitados[E]=True #[A,C,D,EB,G,E] ya han sido visitados 136



Algoritmo de Dijkstra - CoOmo?

Ya estamos en la Ultima iteracion (8), y _ -

p Longitud Vertice
como era de esperar, sélo queda un mas corto | anterior
veértice por visitar, que es H. Lo desde A
visitamos. H no tiene adyacentes (y AY 0
aunque los tuviera todos estarian ya
visitados). El algoritmo ha terminado.

12

CH—&H

4
6

AN

AN

15

AN

10

14

T| | M| M| O Ol W
@ O O w O >» >

17

visitados[H]=True 7



Algoritmo de Dijkstra - Reconstruir
caminos

La tabla contiene la distancia minima del _ -
srtice A al to d St Ad 35 | Longitud Vertice
vértice A al resto de vértices. Ademas, la mas corto | anterior
columna “Vértice anterior’ nos permite desde A
reconstruir el camino minimo para

A 0 -
cualquiera de los vértices B 12 A
C 4 A
(A o O D 6 C
- 3 E 15 B
. 2
o F| 10 C
C_ G| 14 D
H->G>D->C->A D->C->A H 17 G
G>D->C->A C->A
F->C->A B->A 138

E->B->A



Algoritmo de Dijkstra - Reconstruir
caminos

Por ultimo, debemos invertir para _ -
Longitud | Vertice

obtener los caminos desde A al resto de mas corto  anterior
vértices. desde A

A 0 -
B 12 A
o O © |c 4 A
a . : . D 6 C
o © E 15 B
F 10 C
sl o[ W | o
A->C->F A->B H 17 G

A->B->E
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Analisis de complejidad espacial

e Usa 3 diccionarios. Cada diccionario son n keys
con n values: 2n =>3 *2n = 6n, donde n es el
ndmero de vértices
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Analisis de complejidad temporal

def dijkstra(self, origin: object) -> None:
visited = {} i (
previous = {}
distances = {}

for v in self._vertices.keys():
visited[v] = False
previous[v] = None (:)(71)

distances[v] = math.inf

distances[origin] = 0

En la primera parte, ya tenemos una complejidad
lineal. Recorremos la lista de vértices (n vértices)
e inicializamos cada diccionario. El resto de las
Instrucciones son tiempo constante.
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Analisis de complejidad temporal

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
i1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Tenemos un bucle principal que se va a ejecutar
n veces, siendo n el nUmero de vértices.
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Analisis de complejidad temporal

for _ in range(len(self._vertices)):

U = self.min_distance(distances, visited) O(n) *n
visited[u] = True | *n

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance 1s greater than the new distance

distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

El método min_distance tiene complejidad lineal (O(n))
porque es necesario recorrer toda la lista de vértices para
encontrar el vértice no visitado con menor distancia
acumulada. Si tenemos en cuenta que min_distance se va
a ejecutar n veces, ya tenemos complejidad O(n"2)

Visitar el vértice tiene complejidad 1. .



Analisis de complejidad temporal

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)

visited[u] = True
Peor caso,n-1 *n

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Este bucle interno se va a ejecutar tantas veces como vértices
adyacentes a u. En el peor de los casos, puede ser n-1.

Todas las instrucciones tienen complejidad 1. Por tanto, la
complejidad del bucle interno en el peor de los casos sera n-1, que
debemos de multiplicar por n, que es el nUmero de veces que se
ejecuta el bucle principal. Es decir, aqui volvemos a tener O(n"2)
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Analisis de complejidad temporal

Por tanto, la complejidad temporal del algoritmos de
Dijkstra es O(n?)

Ejercicio:

- Discute sobre la complejidad temporal de los recorridos
(en profundidad y anchura) y el algoritmo de Dijkstra.

145



Aplicando el algoritmo de
Dijkstra, vamos a calcular
el camino minimo de A al
resto de vértices del grafo.
Vamos a suponer que no
conocemos el peso de la
arista B -> D, Unicamente
que es positivo x>=0



Ejemplo

def dijkstra(self, origin: object) -> None:
visited = {} )
previous = {}
distances = {}

for v in self._vertices.keys():
visited[v] = False
previous[v] = None
distances[v] = math.inf

distances[origin] = 0

En primer lugar, debemos inicializar los
diccionarios y ademas, al vértice origen (en
nuestro caso A), le asignamos la distancia
minima O.



Min. Vértice

distancia anterior

desde A (en el
camino
desde A)

0 -

o O m >
8

148



Ejemplo

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance 1s greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

A continuacion, vamos a tener un bucle que se ejecuta
tantas veces como el numero de vértices.

En cada iteracion, siempre vamos a seleccionar el vertice
no visitado con la menor distancia y lo marcamos como

visitado (en la primera iteracion, siempre sera el vértice
C)fig;f?f\). 149



Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0 -
B 00 -
C 00 -
D 00 -

visited[A] = True
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Ejemplo

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Recuperamos los vértices
adyacentes del vértice que
estamos visitando.

En nuestro caso A, sus
adyacentes son By C.
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Ejemplo
for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:

1 = adj.vertex

w = adj.weight

if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Para cada adyacente:

Como B no esta visitado y distancia[B] = « >
distancia[A] + 50,

Debemos actualizar la distancia acumulada de
B, e indicar que A es el vértice anterior en el
camino minimo desde A.

152



Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0 -
B 0+50 A
C 00 -
D 00 -
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Ejemplo
for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:

1 = adj.vertex

w = adj.weight

if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

El siguiente adyacente de A es C:

Como C no esta visitado y distancia[C] =
> distancial[A] + 2,

Debemos actualizar la distancia acumulada
de C, e indicar que A es el vértice anterior
en el camino minimo desde A.
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Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0) -
B 50 A
C 2 A
D 00 -
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Ejemplo

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance 1s greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Volvemos a iterar (el bucle se ejecutara 4 veces porque
tenemos 4 vértices; esta es la segunda iteracion).

Primer paso seleccionar el vértice no visitado con la menor
distancia acumulada (en esta iteracion es C) y lo visitamos.
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Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0) -
B 50 A
C 2 A
D 00 -

visited[C] = True
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Ejemplo
for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Recuperamos los adyacentes no
visitados de C: inicamente D.

Tenemos que comprobar si
d[D]>d[C] + 2
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Min.
distancia
desde A

50

O O m >

2+2

distancia[D]=c0 >d[C] +2 =2 +2 =>

d[D] =2 + 2 = 4, en indicamos que el vértice

Vértice
anterior
(en el
camino

desde A)

o > >

previo a D desde el camino minimo de A es C.



Ejemplo

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Volvemos a iterar (esta es la
tercera iteracion).

El vértice no visitado con menor
distancia acumulada es D

than the new distance

Min. Vértice
distancia anterior
desde A (enel
camino
desde A)
A 0
B 50 A
C 2 A
D 4 C
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visited[D] = True

Min.
distancia
desde A

50

O O m >

Vértice
anterior
(en el
camino
desde A)

o > >
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Ejemplo
for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
i = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:
# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Como D no tiene adyacentes
no se ejecuta el bucle interior.
La tercera iteracion ya ha
terminado
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Ejemplo

for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
i1 = adj.vertex
w = adj.weight
if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:

# we must update because its distance is greater than the new distance

distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

Cuarta y Gltima iteracion.
El dltimo vértice que queda por ——
visitar es B. Lo visitamos JE:
C 2
LI

Vértice
anterior
(enel
camino
desde A)

o >» »
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visited[B] = True

Min.
distancia
desde A

50

OO m >

Vértice
anterior
(en el
camino
desde A)

o > >

164



Ejemplo
for _ in range(len(self._vertices)):

u = self.min_distance(distances, visited)
visited[u] = True

for adj in self._vertices[u]:
1 = adj.vertex
w = adj.weight

if not visited[i] and distances[i] > distances[u]+w:

# we must update because its distance is greater than the new distance
distances[i] = distances[u]+w
previous[i] = v

B s6lo tiene un vértice adyacente: D.
D ya ha sido visitado, no habria que
hacer nada mas y el algoritmo habria

terminado (independientemente del
valor de la arista B -> D)
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Caminos minimos:

e AaB:[A B],d=50
e AaC [A C]l,d=2

e AaD:[AC D], d=4

Min.
distancia
desde A

50

OO m >

Vértice
anterior
(en el
camino
desde A)
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;Podemos asegurar que [A,
C, D], d =4, es el camino
minimo de A a D?:

Min.
distancia
desde A

50

O O | | >

Vértice
anterior
(en el
camino
desde A)

o > >
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Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0 i}
B 50 A
C 2 A
Sea x>=0, la distanciade B a D. D 4 C

No existe ningun valor de x para el que se cumpla:
d[D] =4 >d[B] + x=50 +x
4>50 +x
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Min. Vértice

distancia anterior
desde A (en el
camino
desde A)
A 0) -
B 50 A
C 2 A
D 4 C

Sin embargo, si x = -50, el algoritmo de Dijkstra no habria
encontrado el camino minimo de A a DI,

Por tanto, Dijkstra no funciona para grafos ponderados
con pesos negativos.



