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Introduccién

Figura: Ondas en la superficie de un fluido

Imagen de Julian Bock en Unsplash.

Onda

propagacién de una perturbacién de
alguna propiedad del espacio, por
ejemplo, densidad, presién, campo
eléctrico o campo magnético,
implicando un transporte de energia
sin transporte de materia. El espacio
perturbado puede contener materia
(aire, agua, etc) o no (vacio).
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https://pixabay.com/es/photos/ferrocarril-rocas-atardecer-sol-1555348

Introduccién

Los impactos y explosiones producen
ondas de tensidn que se propagan en
el material o proteccién. Estas ondas
son importantes dado que viajan a
grandes velocidades y por lo tanto el
| fallo en las protecciones o en los
) —J objetivos pueden ocurrir a grandes
= @ - distancias del punto de impacto. por
ejemplo, esto es de mayor
importancia en el caso de materiales
fragiles que pueden sufrir el
fenémeno de “spall”. Por lo que
comprender los mecanismos quée
rigen la propagacién de las ondas en
los materiales es importante para su
evaluacién y disefio.

Figura: Ondas de choque provocada por
explosivos
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Introduccién

Tipos de ondas

Rayleight waves

Figura: Tipos de ondas en medios continuos

Ondas longitudinales o
dilatacionales: Movimiento de
las particulas es paralelo al
frente de onda

Ondas transversales:
Movimiento de las particulas es
perpendicular al frente de onda

Ondas Love: son un tipo de
ondas superficiales polarizadas
horizontalmente

Ondas de Rayleigh: on ondas
superficiales elipticas.
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https://youtu.be/GKzpVUUrwM8
https://youtu.be/y66PSaiGH7Y
https://youtu.be/VS5zfR4g1z8?t=56
https://youtu.be/VS5zfR4g1z8?t=67

Introduccién

Propiedades/Caracteristicas de una onda

Amplitud Longitud de onda Frecuencia
Ao (o A w=2mc/\ w = 27f f=1/T
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Estudio 1D del problema

Considérese el caso en el que una barra recibe un impacto y derivado de este se
produce una onda en el material que acelera las particulas de la barra de 0 a vp.
Derivada de esta aceleracién se produce un estado tensional que provoca un
estado de esfuerzos axiales como los que se ven en la figura 5. De esta manera
si aplicamos la primera ley de Newton a una seccién de la barra:

A
46 0

Figura: Equilibrio en una barra

&u

!

F ' — F=ma= m8t2
Siendo m la masa de la seccién
diferencial considerada
(m ~ dm = pdxA) y A la seccién de
la barra. Dado que F’ puede ser
considerado como F + dF:

&u
Por lo que:
oF &%u
ax PAE (1)
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Estudio 1D del problema

t

Figura: Equilibrio en una barra

Dado que estamos en un estado
unidimensional y que la seccién de la
barra puede ser considerada
constante entonces F = 0gA. La
seccién contempla la prooagacion de
ondas elasticas y por tanto la ley de
Hooke o = Ee¢ siendo € = du/0x lo
que queda:

o=Ee— F/A= E%—m EA%
)

se extrae por tanto:

.. ucom
0 Ou pdu 3)

Ox0x _ E OF 7
] ) Universidad
Ecuacién de propagacién de 1aSqrlos ]
ondas elasticas en 1-D. de Madrid
= = = = T 9Dan
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Estudio 1D del problema

Ecuacién Ondas 1D

O’u _ p&u

gu_prol 4
UT ox2  E ot? )
t Ecuacién de propagacién de las

_ ondas elasticas en 1-D. De la cual se

define ¢ como la velocidad de
propagacién de las ondas en el
material como:

£ ucam

Co = ; (5)
Universidad
Carloslll
de Madrid
O I = = = wae
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Figura: Equilibrio en una barra



Estudio 1D del problema

Generalizacién de la ecuacién de ondas:
En un caso mas general:

E — § = 92 (Pendiente de la curva tensién deformacién)
Por lo que nos queda?:
S do
Co = — = de (6)
P P

Ecuacién Ondas 1D

2 2
20y Gy ™)

2y
°9x2 ~ o2

Ecuacién de propagacion de las ondas en 1-D aplicable a estados de tensién
unideformacionales y estados de tensién unitensionales. [4]

mportante consideracién para las ondas elastopldsticas
12/48



Estudio 1D del problema

Solucién de la ecuacién de ondas

Ecuacién Ondas 1D

d*u
o2 (®)

2 82 u
SRy
Ox2

Es una ecuacién diferencial en derivadas parciales (hiperbdlica), cuya solucién
general es:

u(x,t) = F(x — cot) + G(x + cot) (9)
F y G describen la forma del pulso propagandose en direccién y positiva y
negativa. Por ejemplo u = sin(x) = sin(ct)

£ 13
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Ejemplo ¢y unitensional

Analizando la propagacién de las ondas/vibraciones producidas por un tren en
las vias férreas, estas vibraciones mecdnicas se propagan como ondas a lo largo
de las vias del tren que estan simplemente apoyadas. En este caso las vias
férreas son libres de deformarse en todas las direcciones por lo que podemos
suponer que sélo se propagan las ondas longitudinales

Figura: Via Férrea

Imagen de Martin Winkler en Pixabay.

Ecuacién Ondas 1D

d%u 8%u
2
Doz = a2 (10)

Sélo se producirdn tensiones en la
direccién que viajan (Suponiendo 11
la direccién longitudinal). Por'lo ‘que:

on 0 O
T=]10 0 O
0 0 O

O I = = =
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https://pixabay.com/es/photos/ferrocarril-rocas-atardecer-sol-1555348

Ejemplo ¢y unitensional

Aplicando las leyes de Hooke para el acero (isétropo)

o v
€1l = % - E(Cm + 033)
€2 = % - %(Jn + 033)
€33 = % — %(011 + 022)

2
12 = —— =713 = 723
v Gz v v

Simplificando nos queda:

€11 0 0
D= 0 —%20'11 0
0 0 —Lon
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Ejemplo ¢y unitensional

Particularizando para la direccién longitudinal:

011

€11 = —|—
E

) do

La Velocidad de Propagacidn de las ondas en direccién longitudinal sera:

- /E
Cyp = \/: (12)

Que particularizando en el caso del acero E =210 GPay p = 7850 kg/m%

= 1/% =5172,2 m/s (13)

Dado que:
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Ejemplo ¢y unideformacional

Supdngase ahora la propagacién de las ondas en la ferralla de armado de un
hormigdn perteneciente a un pilar.

Estas vibraciones mecdnicas se propagan como ondas a lo largo del acero
embebido en el hormigén

En este caso el acero al estar
embebido en el hormigén no es
libres de deformarse en todas las
direcciones por lo que, suponiendo
exclusivamente que sélo se propagan
las ondas longitudinales, sélo se
producirdn deformaciones en la
direccién permitida 11 (la direccién
longitudinal). Por lo que:

Figura: Ferralla para hormigén armado ein O
D= 0
Imagen de Gabriel Trindade Caviglione en Pixabay. 0] 0



https://pixabay.com/es/photos/pie-zapatos-concrete-fundacion-6036253

Ejemplo ¢y unideformacional

Aplicando las leyes de Hooke para el acero (isétropo)

011 v

€11 = E E(022 + 033)

_ 02 vV —
en=F E(U11+U33) 0
_ 93 _V —
€3 = ¢ E(011+022) 0

T12

7122?12:’}’13:’723:0

Obtenemos una relacién entre las tensiones tal que:

14
022 = 033 = 022 201117
Simplificando nos queda:
1 0 0
T = 011 0 lzu 0
0 o -
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Ejemplo ¢y unideformacional

Particularizando para la direccién longitudinal:

ou (1+v)(1-2v)
T E (1-v)

/S do

La Velocidad de Propagacidn de las ondas en direccién longitudinal sera:

Dado que:

E(1-v)

p(l+v)(1—2v) (15)

Co =

Que particularizando en el caso del acero E = 210 GPa, p = 7850 kg/mi §
v =20,3:

E(1-v)

ST A3~ 600097 m/s {16

C =
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Comparativa ¢ unitensional vs unideformacional

® Unitensional

Q= E_ 51722 m/s (17)
\/ o

E(1-v)
oL+ v)(1—2v)

® Unideformacional

o= = 6000,97 m/s (18)
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Tensién y deformacién inducidas en un impacto 1D

Supongamos proyectil cilindrico viajando a una velocidad v =

una pared rigida.

t=0 t=L/2c t=L/c
<L
v L L L
- ’ [~
[~ ‘ ~[-

vi (t =0) contra

Ent=20el
proyectil viaja sin
sufrir tensiones
ni esfuerzos

En
t+dt=1L/2cla
mitad del
proyectil esta
comprimido

En t + dt\Z(L/g
el proyectil por
completo esta
comprimidd
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t=L/c

Tensién y deformacién inducidas en un impacto 1D

Aplicando la 2 ley de
Newton :

Fat=-—m(Vi — W)

_>
Simes m= pAdl
entonces

_>
F = Al (%)

Organizando
términos:

gngISm

—p? L]%)/erydod
Carlos il
de Madrid

= = = = wae
23/48
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Tension y deformacién inducidas en un impacto 1D

De lo anterior también se puede deducir:

-V
goeeEmTTE
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Reflexion y refraccion de ondas

Longitudinal
N Longitudinal
Transverse 0, f 04 Transverse
b, 05
Longitudinal
C1,C2 cls ¢
sinf; _ sinf, _ sinf3 _ sinf,  sin0s
a o T od 0 g

=] (=)
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Reflexion y refraccion de ondas

Pero si simplificamos a 6 = 0.

Boundary between A and B

1DuBY N
Ld—x-‘(ﬂ
EBN EETS

up

4 “}"A\w% ) ucdm

up

Universidad
Carlos il
de Madrid
O I = = = wae
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Reflexién y refraccion de ondas

Suponiendo equilibrio de fuerzas:
Fi+ Fr=Fr

siendo F; la fuerza incidente, Fr la fuerza reflejada y Fr la fuerza transmitida.
Expresado en tensiones:
01AA + orAA = 0T AB

Suponiendo que ambas barras tienen la misma seccién:
oy +0rR =0T

Suponiendo la continuidad/compatibilidad en la zona de contacto (contacto
perfecto)
Vi + Vh =t (19

donde up es la velocidad de la particula, que puede ser considerada como Ja
velocidad del material detrds del frente de onda.

28 /48



Reflexién y refraccion de ondas

Asumiendo ¥} = 0 y 0o = 0 se puede relacionar la velocidad de cada particula
con la tensién o = —p c vf

—— —>— — ——
01 = —pACAVI; 0T = —pBCEVE;  OR = —PACAVE = PACAVE; (20)
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior nos queda

Reflexién de ondas

or _2( ps| Bl )
— ﬁ
g pA|ca| + ps|cd]
OR

or _ (peledl - pald
g

ﬁ
palcal + ps|cé|

(21)

(22)
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Reflexién y refraccion de ondas

Cuadro: Ratio de intensidad de onda transmitida y reflejada en funcién de las
propiedades eldsticas de algunos materiales

Material A | Material B | pg (kg/m3) [ Es (GPa) | o7/as | or/oi ]
Acero Acero 7840 210 1 0
Acero Aluminio (6082-T6) 2703 73 0.52 | -0.48
Acero Ti-6AL-4V 4400 114 0.71 -0.29
Acero Tungsteno 19250 411 1.37 0.37

30/48



Reflexién y refraccion de ondas

La velocidad de las particulas puedes ser calculada de manera aniloga:

Reflexién de ondas

Lz ( palci > (23)

: — ﬁ

vi palcal + ps|cs|

V_>R (pAlC_A>| _pB|C_B>‘> (24)
—_— ﬁ

vi palcal + ps|cs|
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Reflexién y refraccion de ondas

Cuadro: Ratio de velocidad de onda transmitida y reflejada en funcién de las
propiedades eldsticas de algunos materiales

Material A | Material B | ps (kg/m3) | Es (GPa) | Z [ Z |
Acero Acero 7840 210 1 0
Acero Aluminio (6082-T6) 2703 73 | 149 | 0.49
Acero Ti-6AL-4V 4400 114 | 1.29 0.29
Acero Tungsteno 19250 411 | 0.63 | -0.37
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Reflexién y refraccion de ondas

Stress Particle velocity

Superficie libre pgcg =0

=
ot &
i
‘_{,—‘

i or/or =0 or/or = —1
vi =2 v& =1
Free surface (pc = 0) ?l N ?l -
b = -
by ey Frontera rigida E = oo,
’— I C pr— m
b
<
Rigid border (E — oo, ¢ — 00) UT/UI =2 UR/U/ =1
Figura: Superficie libre (imagen superior) VT 0 VR 1
vs. frontera rigida (imagen inferior) Vi Vi -
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Reflexién y refracciéon de ondas: Secciones diferentes

Suponiendo equilibrio de fuerzas:

(o1 +0Rr)AI =0TAT

Suponiendo la continuidad/compatibilidad en la zona de contacto (contacto
perfecto)

= = =
Vi + VR = VT
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior nos queda:

Reflexion de ondas

T g ( pocs|A ) (25)
o palcAlAr + pelcB|AT

R _ <05|53>|AT - pA|C_A>|AI>

26
oy pa|a|Ar + pg|cB|AT (26)
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Reflexién y refracciéon de ondas: Secciones diferentes

Para las velocidades de la particula:

Reflexién de ondas

%3 _ < PA|C_A>|AI ) 27)
vi pA|C_A>|AI +pB|C—B>|AT
R _ <pA|C_A>|AI —pBIC_EIAT) (28)
vi palcAlAr + pelcB|AT
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Interferencia de ondas

Cuando dos o mas ondas de la misma naturaleza coinciden en el tiempo y en el
espacio, la funcién de onda resultante es la suma vectorial de las funciones de
onda individuales (Principio de superposicién de ondas).

Interferencia constructiva

Interferencia destructiva

37/48
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Choque de barras

Considere el problema de dos barras (1 2) de la misma seccién (s = s1 = )
pero de materiales diferentes (p1 # p2 y E1 # E») viajando a vi < v» en el
mismo sentido , tal y como se aprecia en la figura.

Una vez entran en contacto (0 < t < Lj/c), la zona sombreada (afectada por
el pulso) pasa a tener una velocidad v'.

Aplicando la 2 ley de Newton, igualando impulso a cantidad de movimiento
podemos llegar a:

o1 = —p1ct(Vif — vig) o2 = —p2 &2 (Vaf — Vap) = p2 G (Vo — Va)

- —
con (if—wig)=Vv — Wiy (vaf—vagb) = v — V3 Por equilibrio en la frontera

y dado que las secciones son iguales del equilibrio en fuerzas pasamos a:

o1 = 02

e _—t
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Choque de barras

Vil v v’ Vs

C=I= — |

Por lo que se pueden obtener las velocidades y tensidn generada en las barras:

T pl\¢1\V1+p2\C2|V2 > -
plcl| + pa| & 1/pilct| +1/p2| |

En el caso de que los materiales fuesen iguales las expresiones anteriores se
simplifican:

5 _ @+ -
i
Por ultimo si la barra 1 se encontrase en reposo (vi = 0):
- v IV2|
=2 e = e
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0<t<L/e

tl =L/C

Ljc<t<2L/c

t2 = 2L/C

t>2L/c

Choque de barras

Tensién en las barras

—

L
peVo/2 pcVo/2

[ [ Toue]

ct ct

pcVo/2  pcVo/2

[ T o

D —

L L

pcVo/2  pcVo/2

[ [ | e |
L—c(t—ty) ot
pcVo /2

[ | >k I

—

2L
pcVo/2

[ [ I e I

2L
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0<t<L/e

ti=1L/c

Lje<t<2L/c

tz = 2L/C

t>2L/c

Choque de barras

Velocidad de las particulas

Vo Vo/2 Vo/2

(=31 — 1 =1

—re—>

Vo/2  Vo/2
=

- ucam
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0<t<L/c

tl =L/C

Lje<t<2L/c

t2 = ZL/C

t>2L/c

Choque de barras

Deformacién en las barras

L
Vo/2e V/2e

[ | T

ctct

Vo/2¢c Vo/2¢

o [ o ]

L L
Vo/2¢ Vo2

[ [« | i+ [

L—c(t—t) ct

Vo/2¢

[ I >l I

—

2L

Vo/2¢

2L
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Diagrama Lagrangiano

Una forma conveniente del estudio de propagacién de ondas unidimensionales
es empleando diagramas Lagrangianos:

t (us)
1500
O,
1y g, Coy |
. :
1111(3(,,-0—“ :
1000 SR
cracd®® 2
La de - =
500 or g
2
1000 2000 3000 ::4000 5000 : x (mm)
Vo Galga incidente i :
— | |
Proyectil Barra incidente  Probeta Barra transmitida




Consideraciones adicionales

Como se ha visto anteriormente el impacto de un proyectil contra un barra
(v = 0) debe producir:

® Un pulso de tensién o = —pc2

® Cuya longitud es A = 2L

® Duracién 2L/c
Sin embargo existen fluctuaciones de estos pardmetros:

, O
, €
]
<
S
<

Stress
Strain

Time, t
Figura: a)Pulso Ideal, b)Pulso Real
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