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OpenCourseWare. Proteccion Ligera de Sistemas Moviles. Ejercicios Tema 3B.

1. El comportamiento constitutivo de un aluminio se puede caracterizar con la siguiente
ecuacion o = 256e%? M Pa. Asuma que el modulo elastico es £ = 70 GPa y una densidad
de p = 2700 kg/m?.

= Obtenga la velocidad de la onda elastica en el material
= Obtenga la expresion de la velocidad de la onda pléstica en el material

= Obtenga la velocidad de la onda plastica en el material para una deformacion de
e = 0,0039.

= Obtenga la deformacion para la cual la velocidad de propagacion de las ondas
plasticas es ¢ = 1000 m/s

Solution:
o va=/Z =5091,75 m/s

do
n vy =\ = ,/K%H siendo K = 256 M Pa y n = 0,3 Podemos visualizar la

curva tension deformacion:
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Figura 1: Tension vs deformacion

» Sustituyendo en la ecuacién anterior. v, = 1175,24 m/s este punto corres-
ponderia a la pendiente de la curva tensién-deformacién en el punto indicado
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(marcado en la figura por un triangulo). Notesé que se ha realizado un cambio
en los ejes para mejor visualizacion
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Figura 2: Tensién vs deformacion

= En este caso debemos despejar la deformacion asumiendo la velocidad de ¢ =
1000 m/s. Asi pues se obtienen £ = 0,00619(marcado en la figura anterior por
un circulo) )

2. | Puntos| (Parcial 21-22)Suponga que una barra de un material con un comportamiento
tension-deformacion como el mostrado en la figura y densidad p, recibe un impacto que
produce una tension de valor Sy. Dibuje para un tiempo t; > 0, conocido, el estado
tensional de la barra en el grifico que se le adjunta. Indicando los valores de tensiéon y
las distancias recorridas en funcion de los datos suministrados.
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Figura 3: Comportamiento del material

Solution: Dado el comportamiento del material descrito en la figura, para un tiempo
determinado viajara por el material ondas elasticas y plasticas. Debido a la diferente
velocidad de éstas ondas en el material, para un tiempo determinado ¢; la distancia

recorrida sera:
E E1 E2 E3
—t1 > —t1 > —t1 > —1
P P P P
—— —— ~—— ———
Sl SQ S3 S4

Qy

Figura 4: Gréfico tension vs distancia

3. Considérese la transmision de una onda de 1,5 GPa de un sélido ceramico elastico lineal
(p = 3840 kg/m® y E = 380 GPa a una placa de aluminio. El comportamiento del
aluminio se puede asemejar a una curva bilineal donde o, = 450 M Pa, £ = 70 GPa,

PLSM J. Pernas-Sanchez, J. Artero-Guerrero, F. Naya Pagina 3 de 12



ucdm | Universidad Carlos lll de Madrid

p = 2700 kg/m? y E; = 30 GPa. Calcule la magnitud de la onda ineléastica en el caso
de que se produciera.

Solution: Si se aplica como si no hubiera plastificacion

O+ 0r=o0r

or OR or

VEapa VEapa VEpps
Se obtendria un valor de o = 793 M Pa. Esto estd por encima del limite eléstico
por tanto las ecuaciones anteriores no son validas.
Asumiendo el caso pléstico, planteando el equilibrio:

O +0RrR =0T
Ecuacion de compatibilidad:

gy o OR o Oy +0'T—0'y
VEapa  VEaps VEppp \/Eng

Se obtiene o7 = 697,.9 M Pa y or = —802,1 M Pa

4. | Puntos| Considérese la transmision de una onda de 2 GPa de un sélido ceramico elés-
tico lineal (p; = 3840 kg/m?® y F; = 380 GPa) a una placa de aluminio. El compor-
tamiento del aluminio se puede asemejar a una curva bilineal donde o, = 450 M Pa,
Ey = 70 GPa, py = 2700 kg/m?® y E;y = 1,367 M Pa. El 4rea del ceramico es A; y el
area del aluminio es A, siendo A; = 1/4A4,. Calcule la magnitud de la onda inelastica
en el caso de que se produzca.

Solution: Si se aplica como si no hubiera plastificacion. Del equilibrio de fuerzas:
Al(O'] + O'R) = AQO’T

1/4(0'[ +O'R) =0T
Por compatibilidad de desplazamiento de las particulas:

oy OR or

7y Zy Zy

Se obtendria un valor de o = 590 M Pa. Esto estd por encima del limite elastico
(042 = 450 M Pa) por tanto las ecuaciones anteriores no son validas.
Asumiendo el caso pléstico

Ai(or +og) = As(oy + (0F — 0y))
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or Oor 0y +U§—0y
VEapa VEapa Epps \/Efng

Se obtiene 0% = 4515 MPa 'y or = —193,99 M Pa

5. Una barra cilindrica de un material cuya densidad es p;, modulo de elasticidad E; y
longitud L, viaja a una velocidad v;. La barra impactard contra una pared rigida tal y

como se puede ver en la figura 5.
y
, v=0

velocidad

L

Figura 5: Barra a velocidad v; contra pared rigida

Siendo el comportamiento del material el que se muestra en la siguiente o vs ¢ figura 6,
obtenga:

g A

Oy pr-

Figura 6: Comportamiento del material

Datos:
p=T1850 kg/m?; E =210 GPa; L =1 m; oy = 450 M Pa; P =1 GPa
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Se pide:

» La velocidad minima de impacto a la que se genera una onda plastica (vy).

= Si v; = 1,5vy obtenga la tension, la deformacion y la velocidad de todos los pun-
tos de la barra desde ¢ = 0 hasta el tiempo T en el que las ondas generadas se
encuentran. (Tenga en cuenta la posible reflexion de las ondas en los extremos)

= Obtenga ese tiempo 71"y la posicion de la barra x; en la que se produce.

Solution:

= La velocidad de impacto que genere una tension igual al limite elastico serd la
minima para generar una onda plastica. Despejando la velocidad de:

Ao = —peg AT

Notese que las tensiones de compresion se consideran positivas y que el sentido
positivo de la velocidad es el marcado por el eje z de la figura 5.

El impacto se produce desde un estado de reposo 0 = 0y v = @ hasta un
estado tensionado que produce la deceleracion de la barra o0 =0, y v =0

0 — oy = —peei(ty —0)

Se obtiene ¥, = -2~ = 11,08 m/s

PCel

= Ahora el impacto se produce a v; = 1,5vy = 16,62 m/s, por lo que al ser una
velocidad mayor que la que se calculd en el primer apartado la barra superara
el limite elastico y por lo tanto se producira plastificacion. En el momento del
impacto se puede considerar que se produciran instantaneamente (tal y como se
comento en clase el tiempo de incremento de tensién es mucho mas pequeno que
los tiempos de propagacion y por lo tanto podemos aproximarlo a 0) ambas
ondas (elastica y plastica). Ambas ondas viajaran a diferentes velocidades a
la velocidad de propagacion de las ondas elasticas cqqs y a la velocidad de
propagacion de las ondas plasticas cpjas, siendo Cerqs > Cpigs- Esta diferencia en
velocidades de propagaciéon hace que la onda elastica avance mas rapido, por
lo que emplearemos ésta para dividir los calculos en funciéon del tiempo en 3
intervalos:

e ¢l primero desde el comienzo del impacto ¢ = Os hasta que la onda llega
al extremo libre del proyectil t = 2. (0 < t < c%)

el

e El instante en el que la onda eléstica alcanza el extremo libre (t = c%)

e cl intervalo desde que la onda eléstica rebota en el extremo libre y alcanza
a la onda pléastica producida en el impacto que por ahora llamaremos 7.
(&=<t<T)
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Calculo de tensiones, deformaciones y velocidades en los intervalos:

1. En este intervalo si se pudiera visualizar el estado tensio-deformacional del
proyectil en un instante de tiempo intermedio (0 < t < c%), se podrian
distinguir 3 zonas diferenciadas por las ondas que las han afectado (figura

7):

y
2 v=0

o+ |

velocidad

V=Vimp

Figura 7: Estado tensio-deformacional en el intervalo 1

e Para la zona III (Parte del proyectil descargada). Esta zona dado

que ain no ha llegado el frente de onda elastico (frontera entre las
zonas 11 y III) no ha sufrido por tanto el efecto del impacto (no se ha
tensionado y por lo tanto no ha modificado su velocidad). Por esta
razon:

vrrr = Uy orrr =0 errr =10

En la figura 7 marcada como zona blanca dado que lleva la velocidad
inicial.

Para la zona II (Parte del proyectil cargada solo elasticamente), esta
zona comprendida entre el frente de onda elastico (frontera entre las
zonas 1Ty III) y el frente de onda plastico (frontera entre las zonas I 'y
IT) se ha visto afectada por la onda elastica unicamente dado que esta
onda viaja a mayor velocidad y por lo tanto habra cubierto mayor
parte del proyectil que la onda plastica. De ésta zona no sabemos a
priori su velocidad dado que habré sido modificada por el efecto de la
onda eléstica. Pero si podemos conocer/suponer su estado tensional
que serd el maximo de la parte elastica del comportamiento del mate-
rial (por lo tanto también podemos conocer también su deformacion):

o
O] =0y <> & =€y = - = 2714 ]_0_3

Por lo que esta zona II ha pasado de estar libre (ser zona III sin ten-

siones ni deformaciones) a verse afectada por la onda elastica de valor

oy . Este cambio de estado tensional provoca por tanto un cambio en
la velocidad:

Ao = —pCAT
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La velocidad que alcanza esta parte serd la resta de la velocidad de
impacto menos la reducciéon derivada del estado tensional elastico
(oy):

o —o=0—o0y = _p?elas(175v<_Y - %E)

b7 = 1,567 — p;’” = 5,54 m/s
elas

ES importante remarcar que el sentido de la velocidad se ha conside-
rado positivo con el sentido positivo del eje z (Figura 5). Dado que
el valor obtenido es positivo el sentido de la velocidad obtenido sigue
siendo en sentido positivo del eje z y por lo tanto la zona II se sigue
aproximando a la pared rigida. En la figura 7 se ha marcado la zona
IT em grisacea dado que lleva una velocidad inferior a la de impacto
pero no es 0.

e Para la zona I (Parte del proyectil cargada elasto-plasticamente), esta
zona comprendida entre la zona de impacto y el frente de onda plasti-
co (frontera entre las zonas I y II). De esta zona no podemos conocer
a priori su estado tensio-deformacional pero si podemos conocer su
velocidad. Dado que el impacto se realiza contra una pared infinita-
mente rigida, las particulas del proyectil no pueden atravesarla y por
tanto su velocidad final sera 0, por lo que el material se deformaré
plasticamente hasta reducir su velocidad a 0.

U]ZO

Este cambio de estado velocidad provoca por tanto un cambio tensio-
nal:

Ao = —pCAT
Particularizando para el salto de velocidades, estados tensionales y
que las ondas que producen este cambio son pléasticas:
o —0p =0y — 07 =—p € pas(tr; — 0)
Despejando:
o = p7plas(%) + oy = 465,52 M Pa (Comp)

Conociendo la pendiente de la parte plastica, el valor de inicio oy y
el valor de la tension alcanzada para detener el proyectil o7 se pue-
de calcular el valor de la deformacion final (suponiendo aditivas las
deformaciones):

er=cmt % — 1,766 - 102

En la figura 7 marcada como zona gris oscuro dado que lleva una
velocidad 0.
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2. En el tiempo en el que la onda elastica alcanza el extremo libre del proyectil

t= C%l, la zona III se ha visto afectada por completo por la onda elastica
y en este caso solo hay zona I y zona II. A partir de este momento la
onda se reflejara en traccion por ser un extremo libre (ver tema 2: ondas
elasticas). Esta onda empieza a afectar a la zona II que ahora sera zona IV.
Definiendo la zona IV: es aquella que ha sufrido una onda de compresiéon

elastica y una onda de traccion elastica

v=0
=l
S
E
o
>
V=Vimp
3. En el intervalo de tiempo superior a t = £, la onda eléastica se ha refle-

CE
jado en el extremo libre en traccion de valor o,. Esta onda de traccion se

superpondra a la onda de compresion (Zona II) dando lugar a un cambio
de tension desde un estado de tension o, a compresiéon a 0 zona que se
denominara como zona IV. (Definiendo la zona I'V: es aquella que ha sufri-
do una onda de compresion elastica y una onda de traccion eléastica) Este
cambio de estado tensional provoca por tanto un cambio en la velocidad:

Ao = —pCAT =pcAT

Ndtese el cambio de signo por la direccion de propagacion de la onda (vease
tema 2 de la asignatura)

Particularizando para el salto de estados tensionales y que las ondas que
producen este cambio son elasticas:

o —ory =0y — 0= pCeuus(brr — o)

Despejando la velocidad de la zona IV:

c— oy 4
Vry = — +U[[:—5 54dm/s
p?elas 7 /
El signo negativo en la velocidad denota que es en sentido contrario de lo
que se ha considerado positivo hasta este momento (sentido positivo de
derecha a izquierda) y por lo tanto este tramo de la barra estara rebotan-
do y alejandose de la pared.

v=0

nt Iv

velocidad

V=Vimp
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Los valores calculados para las zonas II y I no cambian con respecto al
anterior intervalo de tiempo.

Este intervalo de tiempo termina cuando la onda elastica de traccion se
encuentra con el frente de propagacion de la onda plastica, para t = T.
Para calcular el tiempo T y la posicion de la barra x; (distancia desde
el extremo libre del proyectil) en la que se produce, se debera igualar
el tiempo que tarda la onda eldstica en recorrer el proyectil (L;) mas la
parte reflejada ( que denominaremos como x1) a la velocidad de las ondas
elasticas, con el timepo que tarda las ondas plasticas en recorrer (L —z1):

T:Ll—xl :L—|—$1

Cpl Cel

Entonces:
T=3614-10"%s 1 = 0,871 m

6. | Puntos| (Parcial 17-18) Una onda elastica de traccion (o) viaja a través de un acero

t

(Ea;pa) que presenta diferentes limites elasticos a traccion que a compresion (JyA >
0, 4)- Dicha onda se transmite desde el acero a un bloque de aluminio (Ep; pp) transmi-
tiéndose parte de la onda y reflejandose otra parte. Suponiendo que el endurecimiento
por deformacion de ambos materiales tanto a traccion como a compresion es E4 = EL.
Plantee las ecuaciones en el caso de que:

(a) [1 Punto] La onda transmitida supere el limite elastico del aluminio (o)

(b) [2 Puntos| La onda reflejada supere el limite elastico a compresion del acero

Solution:

= La onda transmitida supere el limite elastico del aluminio
Del equilibrio : 07 +0p = o7 = O'ZlB + agg
De las ecuaciones de compatibilidad:
al al

OR O'y O'p

or
_ — +
VEapa VEapa VEsps \/Eng

» La onda reflejada supere el limite elastico a compresion del acero
Del equilibrio : o7 + Oyat 0,5 =07
De las ecuaciones de compatibilidad:
ac ac al

or g, o, lop

VEips Eapa \/EZ;/)A ~ VEsps
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7. | Puntos| Una barra prisméatica esta fabricada por un material elastico perfectamente
plastico. Su eje longitudinal coincide con el eje 1, mientras que los ejes transversales 2 y
3 estan cofinados. Obtenga razonadamente y explicando todos los pasos a seguir para la
consecucion del valor:

= La velocidad de propagacion de las ondas eldsticas de una onda que se desplaza a
lo largo de la barra.

= La velocidad de propagacion de las ondas plasticas de una onda que se desplaza a
lo largo de la barra.

Datos: Mdédulo elastico E, coeficiente de Poisson v, limite elastico o, y densidad p. .

Solution: Onda Elastica unideformacional (¢, ) Aplicando las leyes de Hooke

para el acero (isétropo)
011 14

€11 = R 5(022 + 033)
o v
€99 = % - E<U11 +033) =0
o v
€33 = % — E(Un +02) =0

T = A = 5 = a5 = 0
12 — — /13 — /23 —
G12 3 3

Obtenemos una relacién entre las tensiones tal que:

v
1—v

022 = 033 = 0923 = 011

Particularizando para la direccion longitudinal:

011 (1 + V)(]. - 2V)
E (1—-v)

S do
Co—\/;—>5—d8 (1)

La Velocidad de Propagacion de las ondas elésticas en direcciéon longitudinal sera:

€11 =

Dado que:

E(1—-v)
%:JPO+WU—2W 2)

Onda Plastica unideformacional (¢, ) Tenemos que:

g1 =¢5+¢&f
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_ p
€9 = €5+ &5
__ € p
53—53“‘53
Al estar confinado en direcciones 2 y 3. e§ = —ef = &5 = —eh.
or incompresibilidad del flujo plastico 7 + &5 + 5 = entonces ¢7 = —2¢e, = 2¢e5.
P bilidad del fl lastico ef + &5 +¢ef =0y ent i 2eh = 2¢5
Por lo tanto:
€1 = €7 + 2¢5

- .
Usando la ley de Hooke ef = % — 21’% y €5 = % — Y2+ se obtiene:

12 +2(1—2y) 3)
g1 = E 01 E 09

Usando el criterio de Tresca donde oy — 09 = o, por tanto oy = 01 — 0, e introdu-
ciendolo en 3 Se obtiene que

E 2
S S 4
31 —20)" 3% 4)

g1 =

La Velocidad de Propagacion de las ondas plasticas en direccion longitudinal sera:

E

=\ 1) ?
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