ucdm | Universidad Carlos Il de Madrid
OpenCourseWare (OCW)

Comunicaciones Digitales

Capitulo 1
Modulaciones lineales

Marcelino Lazaro

Departamento de Teoria de la Sefial y Comunicaciones
Universidad Carlos Il de Madrid

@ 1/166



Objetivos

@ Generacion de sefiales con ancho de banda finito (limitadas en banda)
> Los canales reales tienen un ancho de banda finito

» Ancho de banda de una senal
* Rango de frecuencias POSITIVAS con componentes frecuenciales no nulas
* Notation: BHz, W = 2#B rad/s
- Senales en banda base
- Senales paso banda (frecuencia central w, rad/s)

Xl 0 3xGe) X ()| 0 Sx (i)
W =2nB W =2nB
Ax ¢ 3 }L Ay ¢ i
T w T T T w
W +W —We +we
Banda base Paso banda (frecuencia central w. rad/s)

@ Diseno para transmitir informacion digital a través de canales lineales

no ideales
|H(jw)| Ideal |H(jw)| Ideal
W =2nB W =2nB
! 1
T w 1 I w
4 +W —We +we
Banda base Paso banda (frecuencia central w, rad/s)

w2 REspuesta no ideal del canal (respuesta no plana en la banda): distorsi6n lineal
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@ Modulaciones PAM en banda base

Constelaciones y filtros transmisores

Densidad espectral de potencia
Canal discreto equivalente

* Transmisién a través de canales gausianos

* Transmisién a través de canales lineales
Interferencia intersimbolica (I1SI: Inter-Symbol Interference)
Caracterizacion de la secuencia de ruido en tiempo discreto

@ Modulaciones PAM paso banda
Generacién de senales moduladas paso banda

Constelaciones

Densidad espectral de potencia
Canal discreto equivalente

* Transmisién a través de canales gausianos
* Transmisidn a través de canales lineales

» Caracterizacion de la secuencia de ruido en tiempo discreto
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Teoria de la Comunicacion - Modelo basico
@ Modulacion lineal en un espacio de sefnales N-dimensional

N—1
s(0) = 32 Y Ajln] ¢i(t - )

n j=0

» La informacion se transporta linealmente
* En la amplitud de N senales ortonormales {qu(z)}j\’;o1
» Codificador: A[n]
* Constelacion en un espacio de dimensién N
* Disenado considerando energia (E;) y prestaciones (P,,
BER)
- E;: energia media por simbolo (E; = E[|A[n]|?])
- P,: probabilidad de error de simbolo
- BER: tasa de error binaria
> Modulador: {¢;(1)}'
* Disenado considerando las caracteristicas del canal
* |deal: la Unica distorsién que aparece en la transmisién es la
adicion de ruido (blanco y gausiano)
veom | e Marcelino Lazaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 4/166



Modulacion PAM en banda base
@ Modulacion unidimensional: N = 1

PAM (Pulse Amplitude Modulation)
CEWCITREY
n

ASK (Amplitude Shift Keying)

@ Tiempo de simbolo T (tasa de simbolo R; = 1/T baudios)

@ La secuencia A[n| es la secuencia de simbolos
» El alfabeto se denomina constelacién (representacion 1-D)
» Conversion de bits a simbolos: codificador
* Constelaciones M-arias (M-PAM)
M = 2" symbols m = log, M bits/simbolo

* Asignacion binaria: codificacion de Gray
* Niveles normalizados:

[A[n} € {£1, 43, xM -1}, E=E[lAl]] = Mzs_ : "}

@ Senal g(7) (base ortonormal de dimension 1)
» Normalizacion: energia unidad (£{g(r)} = 1 J)

» Recibe habitualmente dos nombres:
*  Filtro transmisor
* Pulso conformador (aunque no sea necesariamente un pulso)

—
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Ejemplos de constelaciones //-PAM
@ Niveles normalizados: A[n] € {£1,+£3,--- ,£(M — 1)}
» Distancia 1 a los umbrales de decision (para simb. equiprobables)

@ Asignacion binaria con codificacion de Gray
» Asignacién para simbolos a minima distancia difiere sélo en 1 bit

@ Ejemplos: 2-PAM, 4-PAM, 8-PAM

0 1 B =1
oo [n]
-1 0 1 M=2

5:0171 (500” 5(10!1 “11” ES _ 5 J
[

3 -2-10 1 2 3 M=4

“001” HOll” “01071 “000” “100” illOl” “111!! “110” Es — 21 J
e | o | o | e | e | e | e | e Al
-7 6 -5 -4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 M=8

—
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Codificador: Tasa de simbolo vs. tasa binaria

@ Duracién de simbolo (o periodo de simbolo): T
» Se transmite un simbolo de la secuencia A[n] cada T segundos

@ Constelaciones M-arias transmiten m = log, M bits por simbolo
» Asignacién binaria: codificacion de Gray

@ Hay dos tasas de transmision (velocidades) en un sistema digital
» Tasa de simbolo (para la secuencia de simbolos A[n])

1 . P
R, = T baudios (simbolos/s)
» Tasa binaria (para la secuencia de bits B,[¢])
1 .
R, = — bits/s
T,
@ Relaciones entre ambas tasas de transmision
R
R,=mxR, R,=-2
m

T
- I'=mxT, Tp=—
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Modulacion PAM s(r) = > A[n] g(t — nT) mediante filtrado

@ Conversién de secuencia en tiempo discreto A[n] a tiempo continuo
» Senfal de simbolos: tren de impulsos (deltas) con amplitudes A[n] en nT

a(t) = ZA[n] 0(t — nT)

@ Generacion de la senal PAM

s(t) = Y Aln] gt —nT) = a(t) * g(1)

A[l]
A[0] Af3]
f or 1t
Byt] Aln] 0 T i 3T a(t) s(f)
——{ Codificador —— A2 — gt)

Interpolacién con deltas (7)

Aln] s(1)

— gt)

_— Representacién simplificada equivalente
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Ejemplo: modulacion de una secuencia binaria (10 bits ini.)

¢ [0 1]2 3[4 5|6 7]8 9].. g(1)
B |1 1|0 0[]0 1|1 1]1 0 -
(501” “00” 5(10” “1 1” T
o—|—e—|—e—|—e Aln] , , !
-3 -2-10 1 2 3 4PAM -3 +3
. Cr p n 0 1 2 3 4
@ Codificacion: bits a simbolos VTS R R
@ Tren de deltas a(r) + filtrado de a(r) con g(z): sefial PAM modulada
s(1)
3
T
1
viT | T
8(1) N
-1 ] 2T | 3T 4T
T
=31
T

—
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Espectro de PAM banda base

@ Senal PAM banda base

ZA g(t—nT)

@ Sea {A[n]}32_ . una secuencia de variables aleatorias (proceso
aleatorio estacionario)
» Media my[n] = E[A[n]] = ma
» Funcidn de autocorrelacion
Raln+ k,n] = E[A[n + k| A*[n]] = Ra[K]
» Energia media por simbolo E; = E[|A[n]|?]
» La densidad espectral de potencia es
Sa (€)= TF{Ralk]} = > Ralk] e 7*
k=—00
@ Sea g(t) cualquier senal determinista con transformada de
Fourier G(jw)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Revision - Calculo de la densidad espectral de potencia

@ Densidad espectral de potencia de un proceso aleatorio X(¢)

71 (jw)|? 1 (jw)|?
o X wn] o XTGP

T—o00

Sx (jw) YE

o T—o0 T

Interpretacion: promedio de la respuesta en frecuencia del proceso (truncado) en médulo

al cuadrado

@ Teorema de Wiener-Khinchin o _
Si para cualquier valor finito 7 y cualquier intervalo A, de longitud

|7, la autocorrelacion del proceso aleatorio cumple

‘/ARX(1+T,1) dt

la densidad espectral de potencia de X(¢) es la transformada de
Fourier del promedio temporal de la funcién de autocorrelacién

Sx(jw) = TF{(Rx(t + 7,1))}

< 00,

T/2
9 1 L
(Rx(t+ 7,1)) = TILHQO T/mRX(H-T,t) dt

_—
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Corolarios Teorema de Wiener-Khinchin

@ Corolario 1: Si X(r) es un proceso estacionario y 7Rx(7) < oo
para todo 7 < oo, entonces

Sx(jw) = TF {Rx(7)}

@ Corolario 2: Si X(¢) es ciclostacionario y se cumple que

Ty
/ Rx(t+ 7,t)dt| < o0,
0

entonces "
Sx(jw) = TF {Rx(7)}
donde

~ 1
Rx(1) = To/r Rx(t+ 7,1) dt,
0

y Ty es el periodo del proceso cicloestacionario.

—
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Media y funcion de autocorrelacion de una PAM banda base

o0

)= 37 Aln] gle —nT)

n=—oo

——

n ma [n] n

S Afnlg(t - nT)] = 3" ElAn]] gt — nT) = my 3 gt — nT)

Rs(t+ 7,1) = E[s(t + 7) s*(1)]

:E[<ZA[k]g(t+T—kT><ZA[] (t— ]T)]

—ZZE glt+7—kT) g*(t —jT)

Ra [k—J]

:ZZRAk—] glt+71—kT) g*(t —jT)
L
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Cicloestacionariedad

ms(t+1T) zmAZg(t-l—T—nT) :mAZg(t—(n— nT)

=L, Zg(t —n'T) = ms(t)

n'

Rg(t +T+Tz+T):
—ZZRA gt +7+T —kT)g*(t+ T — jT)

— ZZRA k—jlg(t+7—(k—1)T)g"(t— (j— 1)T)
ot 5B LRK + )=+ D] sle 7 =K =T

_ZZRA —j gt +7—KT)g*(t —jT+7)=Rs(t+7,1)

_—
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Promedio temporal de la autocorrelacion

1 T
Rs(7T) = —/ Rs(t+ 7,¢) dt
0

T
;/OT;VJ;RA[M} Gl 7 — KT)g" (1= jT) di
ek ;_im mif‘*[m] [ ste k05— -y
=i ;i Rafo kio L st )
_ ;mizeﬂm] | et e =t~ ) au
_ ;k_io RalK] ro(r — kT)

re(t) = g(1) x g7 (1)

_—
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Densidad Espectral de Potencia (DEP)

oo

Rs(r) = & > Ralk] re(7 = kT)
k=—o00
1 o0
- % ( > Rali] 5(TkT)> *g(T) * 8" (=)
k=—o0

Ss(jw) = Tf {Rs(’r)}

oo

— % ( > Ralk] efwkT> G(jw) G*(jw)

k=—o0

1 jwT .
= 7 Sa(¢) [G(w)P

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Densidad espectral de potencia - Analisis

@ Tres contribuciones:
» Factor de escala constante dado por la tasa de simbolo:
1 = R, baudios
» Componente determinista dada por g(1): |G(jw)|? _
» Componente estadistica (estocastica) dada por A[n|: Sa(e*)
» Evaluada en wT, i.e. Sy(e7)

@ Para secuencias A[n] blancas (caso mas frecuente)

Raln) = E, 6[n] & Su(e¥) = E, = E[|A[n]]]

{SS(M = ET |G(jw)|* = E; R, |G(jw)[?

» g(t): Pulso conformador (determina la forma del espectro)

nnnnnnnnn
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Ejemplo de pulsos

gu(t) = I (%) LE G,(jw) = VT sinc <(;:)

8a(t)

Si-

Sk

f y y
—5T —4T —3T —2T —T (L +T 2T 3T 4T 5T

Gy (jw)
VT
e e
——t —
—5T —4T —3T —2T —T T 2T 3T 4T 5T _ 10w 8w _ 6w _ 4m _ 27 (L 27 4 4wy 6w 4 87, 107
+ T T T + T + T + T + T T

iversdod
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Ejemplo de pulsos (ll)

. 8(1)
VT
/1 20
Dominio temporal
gn(t)
e N\ N\ L
| ~~—" \/ N—" |
—5T —4T —3T —2T -T 0 +T 2T 3T 4T 5T
G(jw)
VT
/1
Dominio frecuencial
Gy(jw)
P N\ N\ P
| ~~—7 |
107 87 6 47 27 27 4 6 87 107
-7 -F -F -F -F 0 +F +F +F +F +F

v | 5130 (O
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Ejemplos de Ss(jw) : secuencia A[n| blanca

Ss(jw) = % |G(/'w)|2 Ga(jw) = VT sinc (j:) Gp(jw) = VT II <;):>
Ss(jw)

E

r—— ™ | \/\/—l
£21314

_S5r _ 4w _ 3w _2r _T 0 us 57r
T T T T T
—
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Ejemplos de Ss(jw) : secuencia A[n] coloreada
@ La forma de la D.E.P. se puede modificar también introduciendo

correlacion en la secuencia transmitida
@ Secuencia de informacién tipica: secuencia blanca A, 1]
» M-PAM: A, [n] € {£1,£3,--- ,£(M — 1)}
» Energia media por simbolo: E; = E |Aw[n]|2 = @
@ Generacién de una secuencia no blanca (coloreada) A[n]

Ejemplo: A[n] = A, [n] + Ay[n — 1]

@ Transmision de la secuencia coloreada Aln]

S0= > Al g nT)
Aln]
® o) UL
Avln] ]
Ayln —1]
-1

z
_—
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Funcidn de autocorrelacion de A[r]
@ Autocorrelacion de A, [n]: Ry, [k] = E; 0[k]
@ Funcién de autocorrelacion de A[n]

H E[A[n + k] A*[n]]
E[(Awln + k] + Ayn +k —1]) (Af[n] + Aln — 1])]
E[ wln + k] ALln]] + E[Ay[n + k] Af[n —1]]
+E[A,n+k—1A[n]]+E[Asn+k—1]AL[n— 1]]
= Ry, [k] + Ra, [k + 1] + Ra, [k — 1] + R, [K]
= 2Ry, [k] + Ra, [k + 1] + Ra [k — 1]
= E,(20[k] + [k + 1] + 0[k — 1])

Ry lk

o, alk]

I i I
| .
40 1 k

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Densidad espectral de potencia
@ Densidad espectral de la secuencia A|n]
Sa (€) =TF{Ralkl} = Ralk] e7*
k

=E, (2" + ¢ +e)
=2E; [1 + cos(w)]

@ Densidad espectral de la sefial PAM en banda base s(¢)
Este sistema transmite la secuencia de datos coloreada Aln]

So(j) = 72 S(7) 1G(j)

Sustituyendo la expresién obtenida para S, (¢/), evaluada en w7, se
tiene la expresion de la densidad espectral para esta senal

So(j) = 22 [1 + cos(wT)] [Gi) P

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Densidad espectral de potencia con g, (1)

=
-
-
-
~in
=)
~In
-
-
-
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Densidad espectral de potencia con g,(7)

AE,
— Ss(jw)
. \ \ | \ \ \
_ 5t _ 4w 3r 2 _ T 0 juy 2 3r 4 5w
T T T T T T T T T T
w

_—
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Densidad espectral de potencia con g,(¢)

A- 16,62

SA(e]wT

Ss(jw)
5w _;ﬂ 3m _‘2_7r _ T 6 juy 2;r 3m ﬁ 5w
T T T T T T T T T T
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Densidad espectral de potencia con g,(7)

4E;
— Ss(jw)
_Sm 4w 3z _ 27 _ T 0 z 2 3 47 5T
T T T T T T T T T T
w

_—
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Potencia de una modulacion PAM en banda base

@ La potencia puede obtenerse integrando S,(jw)

{PS _ % / : S, (jw) dw}

@ Para secuencias A[n] blancas: Ss(jw) = £ |G(jw)|*
E, 1 [~
Ps= — — iw)|* d
s= 7 37 ) 166w d
~—~ —
Foxks £{8(n)}

» Si g(¢) esta normalizado, aplicando la relacién de Parseval

Ejs
{PS === E; X Ry Watts}
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Seleccion de las formas de onda para g(r)

@ Seleccion para identificar la secuencia A[n] muestreando s(z)

(a) Pulsos con duracién limitada al periodo de simbolo: T' s
* No hay solapamiento entre pulsos desplazados nT segundos

Ejemplo : g,(1) = % I (%)

* El simbolo A[n] determinas la amplitud de la sefial en su
intervalo de simbolo asociado
* Problema: ancho de banda infinito

(b) Pulsos con una duracion infinita: ancho de banda finito
* Solapamiento: interferencia no destructiva en algun punto
cada T segundos

. S 2.
g(nT) =0, Vn # 0; Ejemplo : g,(1) = 77 sinc (?>

* El simbolo A[n] determina la amplitud de la sefal en el punto
no destructivos asociado en su intervalo

—
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Pulso rectangular : pulsos retardados n7 (n € {0,1,2,---})

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] +1 -1 43 +1 -3 +1 -1 -3 -1 41
8a(t —nT)

3
VT

Af0] xA[l] \ xA[B]  xA[4]  xA[3] XA[7] XA[9]

S

SiL

Sl

or 1T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T oTr 10T
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Pulso rectangular : Contribucion de cada simbolo

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] | #1 -1 43 +1 -3 +1 -1 —3 —1 +1

Aln]ga(t — nT)

K ) )
T —@—
APl =1 H[3] = +1 Al5] = +1 AP9] = +1
T ’—|
0
1 1] =-
T T O O
=% A[4] = —3 [M=-
ﬁ I_ 1 1l l + ] ! 1 1l ]

vom | Sl (©O89
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Pulso sinc : pulsos retardados n7 (n € {0,1,2,---})

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A[n] +1 —1 +3 41 -3 +1 -1 -3 —1 +1
gb(t = nT)
3
T
XA[0] xA[1] xA[3] xA[4] XA[5) XA[7) xA[9]

—1
=t
=3 1
VT : : : : : : : : : |
oT 1T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T 9T
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Pulso sinc : Contribucion de cada simbolo

Alnlgp(t — nT)

3

VT

S

o

Si

Sl

Uverido
vesm | sl [OSO
Series

n

0

1

2

3 4 5 6 7

8

9

Al

+1

—1

+3

+1 -3 +1 -1 -3

—1

+1
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Seinal modulada PAM s(¢)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] | #1 -1 43 +1 -3 +1 -1 -3 —1 +1

77 T ()

- S
|
}

Sl

Sl

Universid
d

»
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Recuperacion de A[n] a partir de s(¢) con un filtro adaptado

@ Recuperacion de A[n] en un escenario ideal
» No hay ninguna distorsién sobre la sefal s(r)
» Se aplica un filtro adaptado sobre s(z)
» Se recuperaA | muestreando ¢(¢) (salida del filtro)

@W

l‘ t=nT
= ZA[n] g(t - nT) q(t) = > _Aln] re(t —nT)

@ Condiciones para recuperar Aln| de ¢g[n| (muestreando ¢(¢))
» Las mismas que antes, pero aplicadas a r,(r) y no a g(t)
* Condiciones para formas del tipo (a)
- r¢(r) de duraciéon T
* Condiciones para formas del tipo (b)
- Ceros periodicos en r,(t) (r(nT) = 0 Vn # 0)
NOTA: Si la duracién de g(r) es menor que T, r,(r) cumple las condiciones (b)
ue3m %”‘ﬁ“‘“?ﬁ [01S]6)
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Forma de r,(¢) para los pulsos de ejemplo

t

w0=70(7) o wO=4(z)

f y y y y y y y y / f y y y T y y y y /
—5T —4T —3T —2T —T (L +T 2T 3T 4T ST —5T —4T —3T —2T —T ll) +T 2T 3T 4T 5T

g(t) = % sinc (%) < 1g,(1) = sinc (%)

gn(1)

—5T —4T —3T —2T —T +T 2T 3T 4T ST —5T —4T —3T —2T —T +T 2T 3T 4T 5T

—
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Senal recibida ¢(7)

n

0

1

2

3 4 5 6 7 8

Al

+1

—1

+3

1 -3 +1 -1 -3 —I

3 q()

v | 5130 [0
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Recuperacion de A[n] transmitiendo por un canal (sin ruido)

@ Recuperacion de A[n] transmitiendo por un canal
» Por simplicidad, se asume que no hay ruido
» A la salida del canal se aplica un filtro receptor f(r)

* OpC|on habitual: f(¢) ) (filtro adaptado al transmisor)
oy
t=nT

= ZA[n] g(t—nT)  q(t)=" Aln] p(t —nT)

@ Ahora las condiciones deben evaluarse sobre p(r)
» Duracion limitada a T segundos
» Pasos ciclicos por cero cada T segundos
@ Diseno para cumplir las condiciones
» Transmisor g(t) y receptor f(¢) pueden disefarse
> EI canal h(r) viene dado, no es un parametro de disefno

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente

Aln] [ T J s(1) [Canal} r(t) - q[n]

Canal Discreto Equivalente

Aln qn
L{Canal Discreto Equivalente]L

@ Proporciona la expresion en tiempo discreto de las
observaciones a la salida del demodulador ¢[n] en funcién de la
secuencia transmitida A [n]

» En sistemas ideales: g[n] = A[n| + z[n]
Si z[n] es gausiano, las distribuciones condicionales (dado A[n] = a;)

7w7m2
(TN /2°
@ A continuacion se obtendra dichas expresiones para dos canales

» Canal gausiano

.. *» Ganal lineal
wm| St (OO0 Marcelino Lizaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 39/166
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Transmision de senales PAM sobre canales gausianos

Aln] s(t) r(t) q(t) q[n]
Rl QR @ 0 T

T )

n(t) t=nT

Canal Gausiano
@ Modelo de canal gausiano
» La Unica distorsién durante la transmsion es la suma de ruido
r(t) = s(t) + n(t)

n(t): proceso aleatorio estacionario, blanco y gausiano, media nula y S, (jw) = No/2

@ Filtro receptor f(r)
» Configuracién habitual: filtro adaptado al transmisor

f(t) =g"(—1) = g(—1), yaque g(z) esi real
@ Senal filtrada antes del muestreador
q(t) = s(t) = f(t) +n(t) xf(2)

_—
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Canal discreto equivalente para canal gausiano

@ Senal antes del muestreo
s(1)

ZA gt —kT) | xf()+  n(r)x£(2)

——
ruido filtrado z(r)

salida sin ruido o(z)

ZA ( (t — kT) * f(t ) ZA (t — kT)
@ p(r) = g(r) =f(r): respuesta conjunta transmisor-receptor

» Esta respuesta conjunta detemina la salida sin ruido en el receptor

@ Observacion discreta a la salida del demodulador

qlnl = q(0)],—,r = ZA k)T) 4 z(nT)
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Canal discreto equivalente para canal gausiano (ll)
@ Definicion del canal discreto equivalente p[n]

(Pl = p(0)]
aln) = " AWK plin = K]+ <ln] = Aln] x pln] + ]
k

Aln oln
] ol ] @ ql

n|

2[n]

@ Definicion de la respuesta conjunta p(z) (0 P(jw))
]_‘

PO —s0f) B Plw) = Gliw) Fliw)

» Utilizando filiros adaptados:

fy=g(-1) ¥ F(w)=G"(w)

PO —s a0 =r) B Plw) = Gw) (i) = |6

r¢ (1): funcién de autocorrelacién continua de g(¢) (o funcién de ambigtiedad temporal de g(1))
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Transmision de senales PAM a través de canales lineales

Aln s r n
Al o) (t) ™ @ O 0 q(1) T q(n]
n(r) t=nT
Canal Lineal

@ Modelo de canal lineal
» La sefnal PAM s(t) sufre distorsion lineal durante la transmision
» También se anade ruido blanco y gausiano

r(t) = s(t) x h(t) + n(r)
h(r): respuesta al impulso del sistema que modela la distorsién lineal
n(r): proceso estacionario, blanco, gausiano, con media nula 'y S, (jw) = No/2
@ Filtro receptor f(r)
» Configuracion habitual: filtro adaptado (1) = g*(—t) = g(—1)
@ Senal filtrada a la entrada del muestreador

q(1) = r(2) xf (1) = s(t) % h(2) (1) + n(2) *f (1)

_—
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Canal discreto equivalente para canal lineal

@ Senal antes del muestreo
s(1)

——
D ALK gt = KT) | h(r) + /(1) + n(r) = £ (1)
k

_ZA[k] ( (t — KT) % h(t) = f (¢ )) +n(t) (1)
= ZA[k]p (t — kT) + z(1)
k

@ p(t) = g(¢) = h(r) = f(¢): resp. conjunta transmisor-canal-receptor
» Si se usa un filtro adaptado en el receptor
p(t) = g(t) x h(1) * " (—1) = rg(t) x h(z)
rq(¢): autocorrelacion temporal de g(r) (funcién de ambigliedad de g(r))
@ Observacion discreta a la salida del demodulador
qln] = q(1)] =y = q(nT) = ZA )T) +z(nT)
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Canal discreto equivalente para canal lineal (ll)
@ Definicion del canal discreto equivalente p|n]

(ol = ()],

gln] = Ak pln — K] + z[n] = Aln] % pln] + 2[n]
k

Aln oln
[] ol [] @

@ Mismo modelo basico que para canal gausiano
» Nueva definicion para p(r): incluye el efecto de h(r)

P =20+ h0 1) B Plw) = Gliw) HGw) Fliv)
» Utilizando filtros adaptados: f(¢) = g(—1) £ F(jw) = G*(jw)
P =reh) B Ple) = 1GGw) He)

nnnnnnnnn
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Interferencia intersimbolica (ISI)
@ Definicion del canal discreto equivalente p[n]

pln] =p(t)|, I =o[n] +z[n]
Salida sin ruido o[n ZA = Aln] = pln]

S @“

@ Ideal

@ Real: Interferencia entre simbolos (ISI)

oln| = Aln| x p|n| = Alk] pln — k|= Aln 0 Alk| pln — k
[n] = A[n] = p[n] zk: [k] pln — K] E%gg%;% [k] pn — k]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘ IS1
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Interferencia intersimbolica - Analisis

@ Interferencia entre simbolos para el canal discreto p[n]

~—~
Ideal escalado =,
N———r

ofn] = Aln] - pl0] +;A[k]p[n—k]

deseado interferencia (ISI)

» Efecto de la interferencia entre simbolos
ISI = " A[K] pln — &]
k
ks#n

Contribucion en el instante discreto n de simbolos anteriores y posteriores

oln] = -+ +Aln—2] p[2] + Aln — 1] p[1] + A[n] p[0] +A[n + 1] p[—1] + A[n + 2] p[-2] + - -
——
ISI precursora cursor ISI postcursora

_—
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ISI - Efecto : Constelacion extendida
@ ISI produce una constelacion extendida en el receptor

Valores de la salida discreta sin ruido o[n] = A[n] * p[n]

@ Ejemplo: modulacion 2-PAM (A[n] € {£1})
Canal A Canal B
pln] = 6[n] + %5@— 1] pln) = 8[n) + %5[71— 1]+ %5[n—2}
oln] = Aln] + 3A[n — 1] on] = Aln] + 5A[n — 1] 4 zA[n — 2]

Aln] Aln — 1] Aln — 2] oln]
+1 +1 +1 +7
AR Al 1] | ol e
+1 +1 +5 T = F1 13
+1 =1l +1 1 1 1 1
1 +1 _ % —1 +1 +1 —
5 =i +1 =il =
! -1 —2 =i —1 +1 = é
—1 —1 —1 —7

Constelaciéon 2-PAM

¢ | ¢ o = A[n] = +1
[ @ =An=-
—1 0 1
Constelaciéon Extendida (Canal A) Constelacion Extendida (Canal B)
O } 0 ——— — Jo-o-0o-0—
e 1 0 1 —1 0 1
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ISI - Efecto : Constelacion extendida (ll)

e ’ O e ‘ L IO ) ‘ ® O
3
Aln] =41, K, =2 :pln] = 6[n] +0,50[n — 1] 4+ 0,36[n — 2]
O ’ o@u‘m‘uwo
-3, -1 o, 1, 3
Aln] = +1, K, =3 : p[n] = §[n] +0,56[n — 1] 4+ 0,36[n — 2] + 0,155[n — 3]

o ’...q-..{-—p—{...»..

-3, -1, 1 5, 3

_—
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ISI : respuesta conjunta transmisor-canal-receptor p(r)

@ La respuesta p(t) determina el comportamiento de la ISI
» La salida sin ruido depende del valor de p[n]

* Muestreo de la resp. conjunta transmisor-canal-receptor p(r)
* Muestreo a tiempo de simbolo (en nTy)
@ Definicidn de respuesta conjunta transmisor-canal-receptor
» Canal gausiano

TF

0 =) f0) B P() = Gliw) Fliv)
» Canal lineal
) =0 <m0 2£0) B PYw) = Gw) HGw) FGo) |

@ Receptor habitual: filtro adaptado f(7) = g*(—t) = g(—1)
» Canal gausiano

P =r) B PUw)=I64w))
» Canal lineal

) =0 h) B PG = (GG HGe)|

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales
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Criterio de Nyquist para la ausencia de ISI
@ Condicion para evitar la ISI expresada en tiempo discreto

=d8n]  (xC)
t=nT "
escala/ganancia

@ Condicion equivalente en el dominio frecuencial

[P (ev) =1 (xC)}

@ Condiciones equivalentes expresadas en tiempo continuo
= T Py 27
[p(t) > 8t —nT) =6(r) (XC)} [% P(jw) * 7k;w5 (waJTk) =1 (XC)}

n=-—o0o0o

o0

% > P(jw—joﬁk) =1 (xC)

k=—o00

Réplicas de P(jw) desplazadas mltiplos de 27’“ suman una constante

_—
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Nyquist en frecuencia: una implicacion importante
@ Transmision a R, = 7 baudios
@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W < % = 7 R, rad/s
» Equivalente a ancho de banda B = ;- Hz con B < % Hz

5 i) e

4
3z e -z Wz 27” i w(rad/s)
3R, — Ry Ry 3R,
— 3k R, -5 B & R s f (Hz)

@ NO es posible cumplir el criterio de Nyquist con ancho de banda

. R
w<l_x R, rad/s o, equivalentemente, B < fs Hz

Universidad
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Nyquist en frecuencia: una implicacion importante (ll)
@ Transmision a R, = 7 baudios

@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W = % = 7 R, rad/s
» Equivalente a ancho de banda B = J- Hz con B = % Hz
Pulso rectangular P(jw) = aTI (L) ; > r(w-i7e)=c
_3n ZTW -5 W=7 2; 3m w (rad/s)
3R —R; _% B — % Ry 3Ry f (Hz)

2m 3 w (rad/s)

_3n _2m - w=2ZxL 2m
T T T T T
_ 3Ry —Rs _% B = 7: Ry 3Ry f (Hz)
2

Uriversida
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Nyquist en frecuencia: una implicacion importante (lll)
@ Transmision a R, = + baudios
@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W > % = 7 R, rad/s
» Equivalente a ancho de banda B = ;- Hz con B > % Hz

Pulso trianglular P(jw) = a A (4£) = f} P (i —j%”k) =c

Muchas otras formas para P(jw) - f:f P (iw-iZx) =c

_3m _2r —-W-Z
T T T

_—
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Forma optima para p(¢) A P(jw) para Tx sin ISI
Mejor compromiso entre ancho de banda y tasa de transmision

@ Minimo ancho de banda para Tx sin ISl a R, = % baudios

s Rs
{Wmm === m R, rad/s (Bmm =3 Hz)}

@ Maxima tasa sin ISI con un ancho de banda W rad/s (B Hz)

{Rs\max W _ 1 baudios (symbols/s)}
T

@ Respuesta conjunta transmisor-canal-receptor éptima

{p(t) = sinc (%) LES P(jw) =T1I <(§;>}
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Ejemplo: p(1)

p(t) = sinc (15=)

T =1 ms (R, = 1 kbaudio)

_—
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Ejemplo: p(1)

p(t) = sinc (15=)

T =2 ms (R, = § kbaudios)

5 -4 3 -NA N2 3 4 5 t(ms)

_—
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Ejemplo: p(1)

2 3 4 5 t(ms)

P Y @ o NP - S

T T T

—‘6—5—4—3—2$1<P&254‘15‘6”

_—
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Ejemplo: p(1)

p(t) = sinc (15=)

T = 0,8 ms (R, = 1,25 kbaudios)

_—
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Ejemplo: P(jw)

1073 P(jw) = 10~ 311(‘0 Y )

} } } } } } } } 7 (kHz)
-4 3 2 - 0 1 2 3 4
T =1ms (R, = 1 kbaudio) iy P(jw—kz")
: : : i i i i i 7= (kHz)
-4 -3 2 - 0 1 2 3 4
: 1 27
T =2ms (R, = 1 kbaudios) . TZkP(jw—k )
: : I : I I I I : I : 27 (kH2)
2

[Slole)]
el © 02 ©
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Ejemplo: P(jw)

1073 P(iw) = 10711 (10 2)

‘ ‘ | | 7= (kHz)
e . |

. = 2 kbaudios) 43, P (jw — k3F)

1__

e —o—

T=3ms(R

‘ ‘ ‘ : : : : — 7% (kHz)
e e | 0 1 2 3 4
T =08 ms (R = 1,25 kbaudios) + 5, P (jw — k2F)
1 =+
: : : : : : : : 5= (kHz)
—4 -3 -2 -1 0

v | 5130 [0
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Ejemplo: p(1)

p(t) = sinc” (1)

T =1 ms (R; = 1 kbaudio)

—
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Ejemplo: P(jw)

1073 P(w) = 1074 (L)

i i i w w i i i 2 (kHz)
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
T =1ms (R, = 1 kbaudio) ;ka(,w_kzﬂ)
1
— 2 ()
4 -3 ) -1 0 1 2 3 4

—
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Pulsos o filtros en coseno alzado

@ Familia de pulsos con ancho de banda finito
@ Parametros
> Tiempo (o tasa) de simbolo: T seg. (0 Ry = % baudios)

> Factor de caida (roll-off): «
* Rango de valores del factor de caida: a € [0 1]

* Caso particular a = 0: i3] (1) = sinc (£) &5 HYT (juw) = T 11 (£L)
@ Expresiones analiticas (en tiempo y frecuencia)

[0 - () ()

™
0< <(1—-a)=
<ol < (1-a)7

[l — sen (; <w - ’;))] I-9Z<wl <0+

™
> (1 —
Wl > (1+a)2

oSN N

g
Hpl (jw) =

S

@ Ancho de banda: depende de los dos parametros

R
W= (14a)x ; rad/s, B= (1 + a) x EY Hz
UC3m‘§}i§§E§ Marcelinot4 teae e
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Pulsos en coseno alzado A} (1)

@ Cumplen el criterio de Nyquist a T segundos (0 a R, = % baudios)

! — a=0
— a=0,25
— a=0,5
a=0,75
a=1
—5T —4T -3T 2T —-1T 1T 2T 3T 4T ST

_—
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Cosenos alzados - Respuesta en frecuencia H;; (jw)

T
— a=0
— a=0,25
— a=0,5
a=0,75
o=
1 r
2
— — — ! I I ! —
—r -7 +7 +2 w (rad/s)
R, & & +R,  f (Hz)

Universidad
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Cosenos alzados: Réplicas de Hy, (jw) cada % rad/s

T

i -7 +7 +2Z  w(rad/s)
R, & & RS (H2)

o H;‘&T(jw) cumple el criterio de Nyquista T s (0 a R, = % baudios)

T o—
et ‘ Sotiostt @ Marcelino Lazaro, 2023
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Pulsos en raiz de coseno alzado
@ Pulsos respuesta conjunta consigo mismo es un coseno alzado

(i)« b () =

h;’cT(’) Hl?ch w) RRC(/W) Hpt: (/W)]

@ Procedimiento general para obtener Ay (1)

@ Se parte de la respuesta en frecuencia H,‘jg(jw)

© Se hace Hys-(jw) = /Hyd (jw)

e hRRC =TF" {HRC (JW)}

@ Pulsos en raiz de coseno alzado

( N

4ot

o, T
RRC

(1) =

sen ((la)?)
" co ((1+a)7;>+T

T

2
4ot

1— =
T

J

.
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Pulsos en raiz cuadrada de coseno alzado 4;,..(¢)

@ NO cumplen el criterio de Nyquista T s (0 aR; = % baudios)
> Excepto para a = 0, ya que figec (1) = -z sinc (1)

—3T —2T —17 1T 2T T

—
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Raiz de cosenos alzados - Respuesta en frecuencia H;.(jw)

— a=0
— a=025
— a=0,5
+/3 o =075
a=1
VT
2
ZTW -7 +% +277f w (rad/s)
—R, Ry

|

o)

+
e

+R; f (Hz)
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’ . ST a,T (- 2
Raiz de coseno alzado: Reéplicas de Hy;.(jw) cada = rad/s

V2T

a=0,5

_zTﬂ z +7 +2Tfr w (rad/s)
R, & +5 R f (H)

() Hg‘;é(jw) NO cumple el criterio de Nyquista 7's (0 a R, = 7 baudios)

> Excepto para o = 0, ya que Hg;fc(iw) =TIl (;’—:) es un pulso rectangular
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Cosenos alzados - caida de los I6bulos secundarios

—%ST —%OT —]‘5T —I‘OT —?T 9 +§T +1‘OT +]‘5T +%0T +%5T
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Cosenos alzados - retardo de implementacion

@ Un coseno alzado tiene un namero de I6bulos secundarios “relevantes” (depende de «)
> Se pueden despreciar los I6bulos no relevantes para facilitar la implementacion (truncar)

@ La obtencién de la forma de onda requiere un retardo (formas no causales)
> El retardo esta relacionado con el numero de Idbulos que se han considerado relevantes
> Menor retardo para valores mas altos de  (mayor requerimiento de ancho de banda)

@ Ejemplo: generacién de una sefal 4-PAM con o = 0
> En el ejemplo, 25 I6bulos se consideran relevantes (y 25 Idbulos se dibujan)
> Se precisa un retardo de 25 x T para computar la suma
> La sefal negra (debida a A[25]) es la dltima con contribucion relevante en el primer intervalo de simbolo

w.’-‘.‘.‘.‘e Y l

—20T —10T
I ! 1

Fo

+1‘0T ) +%OT ) +3‘0T ) +4t0T ) +5‘0T

Universidad
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Cosenos alzados - retardo de implementacion (ll)

@ Retardos més bajos pueden obtenerse utilizando factores de caida més altos
> El precio a pagar es un mayor ancho de banda

o Ejemplo generation of a 4-PAM waveform with « = 0,5

En el ejemplo, 4 I6bulos se consideran relevantes

> Se precisa un retardo de 4 x T para computar la suma

> La sefal negra (debida a A[4]) es la ultima con contribucion relevante en el primer intervalo de simbolo

> Elretardo ha bajado de 25 x T a4 x T en este ejemplo (mas de 6 veces)

> El ancho de banda de ha incrementado un 50 %
NQOTA: el nimero de Iébulos “relevantes” depende de la precision requerida, esto es sélo un ejemplo (las cifras
no deben tomarse como una referencia precisa)

72‘0T ) - l‘OT ) 0 ) +1‘0T ) +%OT ) +3‘0T ) +%OT ) +§0T
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Revision: procesos aleatorios y sistemas lineales

Teorema: X(r) es estacionario, con media my y funcion de
autocorrelacion Rx(7). El proceso pasa por un sistema lineal e
invariante con respuesta h(t). Entonces, los procesos de

entrada y salida, X(t) e Y(t), son conjuntamente estacionarios,
con

my — mx/ h(f) dt

Ry(7) = Rx(7) * h(T) * h(—7)
Rxy(7) = Rx(7) * h(—T7)
Ademas
Ry(7) = Ryy(7) * h(1)

_—
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Revision: expresiones en el dominio frecuencial
@ Media del proceso de salida
my = my H(0)
@ Densidad espectral del proceso de salida
Sy(jw) = Sx(jw) [H(jw)[
@ Dendidades espectrales cruzadas

def

Sxy(jw) = TF {Rxy(7)}

Sxy(jw) = Sx(jw) H* (jw)
Syx(jw) = Sxy(jw) = Sx(jw) H(jw)

nnnnnnnnn
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Revision: espectro de senales en tiempo continuos/discreto

@ Senal continua x(¢) y discretizada x[n] muestreando cada T seg.
x[n] = x(r) ‘t:nT = x(nT)

@ Notacion habitual
» X(jw): espectro (Transformada de Fourier) de x()
> X (¢): espectro de x[n]

@ Relacion entre ambas transformadas
» Paso de tiempo continuo a tiempo discreto

w
PACEED
» Paso de tiempo discreto a tiempo continuo

X(jw) =T X (¢*7), |w| < ;

wesm | e QOEE) ) ) o -
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Revision: propiedades de la funcion de ambigiiedad
temporal (funcion de autocorrelacion continua)

@ Definicion para seriales deterministas de energia x(r)
o s+ 703

Informalmente: mide la similitud entre una funcion y ella misma con un retardo ¢
@ Expresion en el dominio frecuencial

R (jw) = TF{r:(t)} = TF{x(t)} x TF{x"(—1)}
= X(jw) x X*(jw) = |X(jw)?
@ Valor maximo en t = 0: |r(0)| > |r(7)]
@ Energia de la senal

Parseval: £{x(1)} = / (1) dt = / X (jw)|? dw
Usando la funcién de ambigiiedad temporal

{5{;6@)} _ % / T Rw) do o E{x()} = rx(O)}

—00

s | et @00 - - — —
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Propiedades del ruido en el receptor
@ Ruido blanco n(¢) (S,(jw) = No/2) pasa por el filtro receptor f(¢)

n(t) @ 2(1) f z[n]

t=nT

@ Analisis en el dominio frecuencial
» DEP del ruido filtrado z(z)

S.() = $,(j) [F () = 52 ()

* Ruido coloreado (respuesta DEP no constante)
NOTA: excepto |F(jw)| = C, i.e., un filtro paso todo (amplifica/atenta)

» DEP del ruido en tiempo discreto (muestreado) z[n]
o No 1 w 2 \[
S:(e) = B T; ‘F <]T ]Tk>

Ry (i% —i%k)
* El ruido discreto puede ser blanco !!l!

1 w 2
ndicion: — R/ [j= — j—k | = constante
Condicié TZ f<]T i )

_—
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Condiciones para que el ruido z[n| sea blanco
@ El ruido en tiempo discreto z[n] es blanco si

{; > R (f; —jZ;k> = C, lo que equivale a R (¢*) = C}
k

» Condicion equivalente en el dominio temporal
[rf[n] — 1(1)|_, = C 3[n], lo que implica C = r;(0) = 5{f(t)}]

@ Condicion para que z[n] sea blanco
» z[n] es blanco si la funcién de ambigiiedad temporal del filtro
receptor r¢(r) (0 Ry(jw)) satisface las mismas condiciones que p(r)
debe satisfacer para eliminar la ISI (criterio de Nyquist)
@ NOTA:
» La condicién para que z[n] sea blanco depende Unicamente del
filtro receptor f(¢) 1!
@ Densidad espectral de potencia de z[n] cuando es blanco

S.(e¥) = % x E{f(t)} — sif(t) es normalizado S,(¢) = 1\270}
oo 551 (0
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Potencia de ruido y relacion senal a ruido (SNR)

@ Sise cumple el criterio de Nyquist para la ISI (ISI=0)
qln] = Aln] + z[n]
@ En este caso, la relacion senal a ruido en ¢[n] es

<S> _E[AWP] E

N), El:nP o2

@ o7 es la potencia (varianza) de la secuencia de ruido z[n]
2 1 "

S o

S.(e) dw

g

> Si el ruido z[n] es blanco, con DEP S,(e) = % £{f(1)}

{af = [ ety do = et =2 x50

* Para un filtro receptor normalizado: o2 = 22

nnnnnnnnn
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Consecuencias del criterio de Nyquist: canal gausiano
@ Se asume que se usa un filtro adaptado en el receptor

f(r) = g*(—1) = g(—1) ya que g(r) es una funcion real

@ Condicion para evitar la ISI
» Respuesta p(r) = g(t) = f(t) cumple el crit. de Nyquist
* Utilizando filtros adaptados | p(r) = re(r)

@ Condicién para que el ruido z[n] sea blanco

» Funcion de ambigliedad temporal del filtro receptor, r¢(z),
cumple las condiciones del criterio de Nyquist

* Utilizando filtros adaptados | r¢(f) = r,(t)

@ Conclusién: ambas condiciones son equivalentes
[P0 =170 = (1)}

» Con un canal gausiano y utilizando filtros adaptados, si se

— evita la IS el ruido muestreado z[n| es blanco
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Eliminacion de ISl en un canal lineal con filtros adaptados

@ p[n] (0 P(jw)) debe cumplir el criterio de Nyquist
» Definicion de p(z) incluye ahora el efecto del canal lineal A(r)
@ Disefio de p(r)|P(jw) cumplir Nyquist a tiempo de simbolo T
@ Diseno utilizando filtros adaptados
Respuesta del filtro transmisor en el dominio frecuencial
> Pjw) = H(jw) |Gjw)[?
» Por tanto

i) = {0 Pi) si H(jw) # 0

en otro caso

Si el filtro receptor esta adaptado al transmisor, esta
eleccion para el filtro transmisor elimina la IS
» P(jw) es una opcioén de disefo
* Habitualmente, se selecciona un coseno alzado

(PG) = Hd )]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Inconvenientes de esta opcion de diseno

@ La respuesta del canal, H(jw), debe ser conocida
» Puede ser dificil conocerla

» El canal puede ser variante en la practica
@ La secuencia de ruido en tiempo discreto, z[n], no es blanca

w No 1 ’ ( w )‘2 Ny 1 P (]7 sz’rk)
S = —Jf = _ .7#
T

NOTA: Para filtros adaptados F(jw) = G*(jw), lo que significa |F(jw)| = |G(jw)|
» Detector simbolo a simbolo sin memoria no es 6ptimo
» Toda la secuencia g[n] debe ser utilizada para estimar el simbolo
en un instante discreto determinado ng, A[n]
» El ruido puede ser amplificado
* Canales con una atenuacion severa en alguna(s)
frecuencia(s) de la banda
» Conclusion:
* Usando filtros adaptados, en general no es posible evitar la
ISI'y al mismo tiempo tener ruido blanco
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Ejemplo: ISI=0 con filtros adaptados

H(jw)
1
2
5 S f(MH2)
P(jw) = G(jw) F(jw) H(jw) Tasa MaX.:Ta =0
P(jw) = |G(jw)|* H(jw) Hye " (jw)
P(jw) = Hyl' (jw)
G(jw) = %@SW) f_lgw 127r o}((mﬁg)/s)
2T 2 |G(jw)? |G(jw)]
V2L
T
_s 5 f(MHz) -5 5 £ (MH2)

@ Marcelino Lazaro, 2023
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Ejemplo: ISI=0 con filtros adaptados (Il)

@ Densidad espectral de potencia del ruido z[x]
S. () = =5 x *ZRf (Jw —i > == x Z‘ <jw ]k>

Filtros adaptados: |F(jw)|* = |G(jw)|*

2

2r IG(I'w)I2

1= blof-25)

2

-7 +Z w (rad/s)
e)

%
# C, por tanto z[n] NO es blanco!!!

y y y y y y y y y y
T T

T T T T T T T T

‘‘‘‘‘ 7r —3r 27 -7 +mT 27 37 4 5T
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Utilizando un filtro receptor genérico
@ Receptor genérico, no necesariamente un filtro adaptado

r(t) @ q(t) f q[n]

t=nT
@ Definicion de la respuesta conjunta p(z)

p(1) = g(t) x h(1)  f(1), P(jw) = G(jw) H(jw) F(jw)
@ Canal discreto equivalente a tasa de simbolop[n]

pln] = p(nT) = (g(t) * h(t) =£(1)) | _,;

@ Ruido filtrado

2(1) = n(1) xf(1), z[n] = z(nT)
» Densidad espectral de potencia del ruido discreto z[n]

S: (&) 7& 72‘ (JE—J*k)

2

vesm | s OO0
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Diseno de g(1) y f(7)

@ Eliminacion de ISI + ruido blanco (precodificacion)
» Seleccion de P(jw) cumpliendo Nyquist
» Seleccion de F(jw) con Ry (jw) = |F(jw)|*> cumpliendo Nyquist
» Entonces, el filtro transmisor viene dado por
N P(w)
{G(J“’) ~HG) Fow)}

* Con frecuencia presenta problemas de implementacién

@ Eleccion habitual
» Respuesta conjunta: P(jw) = Hgy! (jw)
*  Transmision sin ISI
> Filtro receptor: F(jw) = Hape(jw)
* Ruido z[n] blanco (ya que Ry (jw) = Hge! (jw))
» Filtro transmisor

a’T(iW) RRC(/W)

)= H(jw) RRC(IW) - H(jw)

—
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Otros criterios de diseno
@ Filtro adaptado a la respuesta conjunta transmisor-canal
f(t) = gn(—t), con g,(r) = g(t) = h(t)

» Maximiza la relacién sefal a ruido
» No elimina la ISl y el ruido z[r] no es blanco

@ Minizacién del error cuadratico medio: maximizar

|

E[lAl) plo)?]

E |:ZA;]§ AlK] pln — k] + z[n]

—
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Configuracion habitual para canales lineales

@ Receptor es un filtro adaptado al transmisor f(¢) = g(—1)
con rs(t) = r(r) cumpliendo Nyquist

=nT

Aln s r n
[] () % O = e 14% T qln]
n(t) f

» Opcion habitual: filtros en raiz de coseno alzado
8() = higee(t) = f(1) = e (1)

g(0) (1) = rg(t) = rp(1) = hige (1)
@ Consecuencias:
» Esto asegura que el ruido en tiempo discreto z[n| es blanco
» Existe ISI en el sistema (respuesta conjunta p(z) no cumple
Nyquist)
* Los receptores puede disenarse especificamente para tratar
con la ISI (como se vera en el Capitulo 2)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Revision - Calculo de la probabilidad de error de simbolo (P,)
@ Definicién )
P, = P(A[n] # A[n])

@ Calculo - Promedio de las probabilidades de error condicionales
para cada simbolo

M—1
Pe = ZpA(a,') Pe\a;

i=0

@ Calculo de las probabilidades de error condicionales

Pe\ai = / fq|A(q’ai) dq
q¢l;

Se integra la distribucion condicional de la observacion para el simbolo
a; fuera de la region de decision del simbolo, I;

_—
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Revision - Calculo de la probabilidad de error de bit (BER)
@ BER: Bit Error Rate

@ Se promedia la BER condicional para a;
M—1
BER = Z palai) BERq,
i=0

@ Calculo de las BER condicionales
= me|a,-—>aj
Jj=0
J#i
> Pyjai—q;" Probabilidad de transmitiendo A = a;, decidir A = a;

Pe|a,-ﬁa/- = fq|A (qO‘ai) dq,
90€]j

> M, —sq;- NUMero de errores de bit que conlleva esa decision
i j

» m: nimero de bits por simbolo de la constelacion
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Ejemplo - Espacio 1-D M-ario
@ Ejemplo:
> M = 4, simbolos equiprobables p4(a;) = &
» Constelacion:ag = -3, a1 = —1, a, = +1, a3 = +3
» Regiones de decision: umbrales ¢,; = —2, g2 =0, g3 = +2
Iy = (—OO, —2], I, = (—2,0], I, = (0, +2], I3 = (+2, —i—OO)
» Asignacion binaria
ay =01, a; =00, a, =10, a3 =11

ay =01 a; =00 a, =10 a; =11

° | ° | ° | ° q
-3 2 -1 0 1 2 3

< e 2 e
Iy I

@ Sin ISI (p[n] = é[n]), z[n] blanco y gausiano con ¢ = N, /2
qln] = Aln] + z[n]

Caso estudiado en “Teoria de la Comunicacion”
iversdod
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Ejemplo - Espacio 1-D M-ario (ll)

@ Probabilidad de error de simbolo

3
1 3 1
Pe:_E Peai:_
4i:0 | 2Q< No/2>

@ Probabilidad de error de bit (BER)

3
1
BER = § ;O BER,,

3 1 1 3 1 5
:ZQ< No/2>+5Q< No/2>‘1Q( No/2>

@ Caélculos detallados a continuacion

nnnnnnnnn
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Calculo P,

a, as
® } q
‘ ' 2 3 R
¢ PR — >

@ Distribucion f;4(qlao)

» Gausiana de media ap = —3 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f;14 (qlao) fuera de Iy

1
P, a —
|ao / ﬁI|A ’ 0 N0/2

_—
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Calculo P,

a; as

° | q
‘ A S SN ! 2 3 R
A IO [4MY [I 71

@ Distribucion f;4(qla,)

» Gausiana de media a; = —1 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f4(qla;) fuera de I
1

P.q :/ f qla dg:zQ
o=, aa(glar) N2

—
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Calculo P,

L 4

@ Distribucion f;4(qla>)

» Gausiana de media a, = +1 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f;4(qlaz) fuera de I
1

Pq :/ f qla dg:zQ
=/, a4 (qlaz) N2

_—
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Calculo P,

aop a

——e |
yi 73 :l 71 \(I) 1 % 3 N
N IO [4hY II [4) (Y [ 4

@ Distribucion f;4(qlas)

» Gausiana de media a3 = —3 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f;14(qlas) fuera de I

1
ea; a —
| / fua(glas) e
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Calculo de BER,,

a

o [ I a
-3 -2 -1 0 1 2 3
yi A\V1 AN 14 N
N [4DY L4} LY L4
Ip I
@ Asignacién binaria: ag = 01, a; =00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (q|ao): gaussiana de media a, y varianza Ny /2
BERq, = |0 ! 0 3 x L
= - Vol 2 z
0 No/2 No/2 2
Pe\a()*)al me\”(}%
() e(ma)) & lelma)l &
2 2
No/2 No/2 No/2
Pe|a0~>a2 mela?% Pﬂ\a04a3 mgla?%

—
v | 5130 [0
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Calculo de BER,,

ai

® q
-3 -2 -1 0 1 2 3
¢ 3 N o >
Iy I 1) I3
@ Asignacion binaria: ap = 01, a; =00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (¢qla:): gaussiana de media a; y varianza Ny /2
a; — _y— = - by
2 2
V/No/2 VNo/2 VNo/2
P | Me|ay —ap P | Melay —ray
elay—ag m elay—ay m

3 2
ol —||x =
{ <\/N0/2>] .

Mela) —ray

Pe|a1~>a3 m
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Calculo de BER,,

as

o—| o q
-3 -2 -1 1 2 3
¢ M M K >
Iy I 1) I3
@ Asignacion binaria: ap = 01, a; =00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (q|a:): gaussiana de media a, y varianza Ny /2
2 NoJ2 2 B 2
V/No/2 VNo/2 VNo/2
Pe|a2~>a0 w Pe\azﬁal %
YRR
me)T 2
N——— ——
Melay —a
Pe|a2~>a3 2 2

Universidad
uc3m | Carlos il
de Madrid

3
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Calculo de BER,,

@ Asignacién binaria: ag = 01, a; = 00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (q|as): gaussiana de media a3 y varianza Ny /2

5 1 3 5 2
BER"FMm)]X 2" Q(mﬂ(m)]* 2
Pelaz—aq mm}% Pejaz—a) %%
1 3 1
“le(vm) e ()| 2
Pﬂ\a3~>a2 me\a::nﬁaz

v | 5130 [0
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Cambio en la asignacion binaria

@ Resultado final para constelacién anterior

01 00 10 11
a a a 3
° | ° | o . ® q
83 2 1 0 1 2 3

3 1 1 3 1 5
BER = > ol 2 ) _lo(2_
4Q< N0/2>+2Q< N0/2> 4Q< N0/2>
@ Si se cambia la asignacion binaria

11 00 10 01
ao ai a as
— e | o | o | —e— ¢
3 2 1 0 1 2 3
> No varian los términos Peja;—sq;
> Sivarian los términos Me|a;—a; = Varia la BER !!!

BER= 20 —2 LY
4 No/2 4 No/2

—
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Codificacion de Gray
@ Los bloques de m bits asignados a simbolos que estan a minima
distancia difieren so6lo en 1 bit

01 00 10 11
ap a; a 3
® | ° | ° | ° q
3 2 1 0 1 2 3

» Este tipo de asignacion minimiza la BER

@ Terminos P, ,._,, dependen de la constelacion
lai—a;

» Valores dependen de las distancias entre a; y a;
» Valores mas altos para simbolos a minima distancia

\a,aa

@ Terminos —-—L dependen de la asignacién binaria

» Estos termlnos ponderan la contribucion de Pejq, 4
* Gray: minimiza el impacto de los valores més altos de Pola;—sa;
* Para valores altos de relacién sefal a ruido (SNR), en la mayor parte de los

casos, un error de simbolo produce un Unico error de bit

1
BER~ — P,
m

—
wm| St (SO0 Marcelino Lizaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 104/166



Probabilidad de error sin y con ISl

@ Ejemplo: modulacion 2-PAM: A[n] € {+1} at R, = + baudios
@ Receptor: raiz de coseno alzado normalizado con factor de caida «
F(0) = hgge(r) = 1y (1) = f (1) £ (=) = hg (1)
z[n] es blanco con o2 = %
@ Canal discreto equivalente: p[n] = 6[n] + ;d[n — 1]
@ ISl produce una constelacion extendida en el receptor

oln] = Aln] * pln] = Aln] + ~A[n — 1]

2
Aln] Aln—1] | o[n]
+1 1 | +3
+1 -1 | +5
T
T+ [
B R :
_ Constelacién 2-PAM Constelacién extendida (ISI)
® A=+ ® % ® PP PN -
@ Af]=-1 -1 0 +1 -1 0 +1

.
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Probabilidad de error sin y con (ll)

Probabilidad de error condicional para A[n] = +1, i.e., Pojain)=+1

faalal+ D =N (1.%)
pln] = é[n]
Poain=+1=0Q (\/ﬁ)
@
y) _1 Ao +1 \
¢ = ¢ = >

)0 (2y) sl =g+ ol

sle
4

< T rl\ 1+1

qu =0

—
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Probabilidad de error sin y con ISl (lll)

Probabilidad de error condicional para A[n] = —1, i.e., Pjap=—1

faalgl = 1) :N(—l,%)

pln] = §[n]

A
N
A
W

pla = ol + 00— 1] P = 30 (25 ) + ho ()

& _1 AN V2 +1 A

N 17] Il\ 1+1 L4
qu =10

_—
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Probabilidad de error sin y con ISl (V)

@ Probabilidad de error sin ISI

P.—1ip lp _of 2
¢ = 3 e|lA[n]=+1 ) elAn]l=—1 — N0/2

@ Probabilidad de error con ISI

1 1 1 1/2 1 3/2
Pezfpe nl= +7P€ nl=—1 = = _{_7
Pelan=+1 + 5 Pelap=—1 2Q< N0/2> 2Q< Noﬂﬂ

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Diagrama de ojo

@ Herramienta de monitorizacion de sistemas digitales
» Superposicion de fragmentos de la senal en torno a
instantes de muestreo
» Duracion de cada fragmento: 2T
» Obtenida utilizando un osciloscopio
* Trigger: governado por sefal de muestreo
* Base de tiempos: para cubrir 2T
@ Principales caracteristicas
» El centro y los dos laterales (horizontalmente) coinciden con
instantes de muestreo
* Las trazas deberian pasar por los simbolos en los instantes
de muestreo
» Diversidad de formas de transicion entre instantes de
muestreo dependen de la forma del filtro transmisor
@ Permite detectar multiples problemas:
» Problemas/sensitivilidad en el sincronismo
» Nivel de ruido

» Presencia (y nivel) de ISI
—
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Diagrama de Ojo-a =0

q(1)

or 1T 2T 3T 4T ST 6T T 8T T 10T

—1

(n— 1T nT (n+ 1T
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Diagrama de Ojo-a =0

q(1)

» / \ /

or 1T 2T 3r AT 5T 6T T 8T or 10T

'K N
\
\ x
0 —y —\
3 \
\
_1 \\ N |
(n—1T nT (n+ 1T
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Diaarama de oio - Eiemplos

05 1 15
T
2-PAM o = 0 Ruidoso 2-PAM a =0, ISI

uc3m

T o—
Carlos il

Marcelino Lazaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 112/166



Diagrama de Ojo - o = 1

q(1)

or 1T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T or 10T

(n—1)T nT (n+1)T
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Diagrama de Ojo - o = 1

q(?)

or 1T 2T 3T AT 5T 6T T 8T or 10T

-1

(n—1T nT (n+ 1T

@ El ojo se abre a medida que « crece
> Menor sensibilidad a errores de sincronizacion y fluctuaciones en el muestreo
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Diaarama de oio - Eiemplos (ll)

2-PAM a = 0,5
15
;
NN
0
05
-1
5 05 1 1.5 2 % 05 1 15 2

7T

T
Usieridad 2-PAM o = 0,75 2-PAM a =1
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o« = 0

q(t)
+1 Ai (3] Af4] Al5] Aﬁ] /9\A10
| | | | | | | | | |
| I | | | | | | | |
7 o1 3T ar 5T 6T T 8T 9T 107
-1 - Al @A[ Ale] 8]

_—
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o = 0,25
q(1)

+1 -QA[0] [\A\s N /:\uo
| | | | | | | | | |
| [ [ [ | [ [ |

+T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T or 107

-1 = Alll @A[2] Al6] (8]

_—
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o« = 0,5

q(1)

+1 A[7] A[9] A[10]

Al6] /A[S)

_—
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o« = 0,75

q(1)
+1 \[01 NS g als) N /9]\/4[101
| | | | | | | | | |
[ [ [ | | | | |
3T 4T 5T 6T T 8T 9T 10T
-1 = A[6] Af8]

_—
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o = 1

q(1)

+1 [0] /Ays‘q\[s] /\m /MA[lo]

| | | | | | | | | |

[ [ [ [ [ [ [ [ [ |

+T 2T 3T AT 5T (7 T 8T 9T 10T
-1 A[2] A[6] A[8]
e
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Senales con cosenos alzados (ideales) - Comparacion

q(1)

QR
(L i
- ocooo

y A DA[I0]

v | 5130 (XD
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Componentes - o« =0
q(1)

v
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Componentes - o = 1
q(1)

iiversidad

4
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Componentes - p(r) triangular
q()

A[10]

10T

_—
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Modulaciones PAM paso banda

@ Objetivo de una modulacion PAM paso banda

» Generar senales de ancho de banda finito en un rango de
frecuencias paso banda

* Frecuencia central w. rad/s (0 f. = 5= Hz)
* Ancho de banda finito W rad/s (o B = J- Hz)

» Senales apropiadas para la transmision a través de un canal

paso banda
X (jw)| 0 Sx (juw) W — 27B
T A —
DA "
T I T w
—We +we

Paso banda (frequencia central w, rad/s)

—
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PAM paso banda - Generacion con modulacion AM

@ Alternativa mas sencilla
@ Se genera una senal PAM en banda base

s(1) = Y Aln] glr = nT)

@ Esta sefal PAM se modula con una modulacion de
amplitud. Hay distintas variantes
» Modulacién AM convencional (doble banda lateral con
portadora)
» Doble banda lateral (sin portadora)
» Banda lateral Unica
* Banda lateral inferior
* Banda lateral superior
» Banda lateral vestigial
* Banda lateral inferior
* Banda lateral superior

—
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Inconvenientes de una modulacion AM

@ AM convencional y doble banda lateral
» Eficiencia espectral se reduce a la mitad (doble ancho de
banda)
@ Modulacion de banda lateral Unica
» Requiere filtros ideales en el transmisor
* Filtros reales introducen distorsion
@ Banda lateral vestigial
» Requiere filtros de banda lateral vestigial
* Caracteristicas restrictivas
» Se reduce (ligeramente) la eficiencia espectral
* El ancho de banda se incrementa en el tamano del vestigio

—
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Modulacion con dos portadoras en cuadratura

@ Dos secuencias de simbolos (no necesariamente independientes) se
transmiten simultaneament (tasa R, = 1 para ambas)

Afln] Aol

@ Dos senales PAM banda base con filtro transmisor g(7)

{ ZA, g(t —nT) so(t) = ZAQ[n] gt — nT)}

n

s1(1): in-phase component, sy (t): quadrature component
@ Generacion de la sefial paso banda, x(r), con s;(¢) y so(t)

\/icols(wct)
A[n] s1(1) N
81 & + :l x(t) [x(t): V2 s51(t) cos(w,t) ]
Agn] 2(1) so(1) @ -7 —V2 50(t) sen(wet)
V2 sen(w,t)
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Notacion compleja para PAM paso banda

@ Secuencia compleja de simbolos

[Aln] = A + jAgln]
> Arln] = Re{A[n]},  Agln] = Im{Aln]}
@ Senal compleja en banda base, s(7):

{s(t) = s5;(t) + jso(1) ZA g(t—nT) }

@ La senal PAM modulada paso banda se escribe como

{x(t) = V2 Re {s(t) &'} = V2 Re {ZA[n] g(t —nT) awH
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Modulador PAM paso banda

- Looomeon) (a0 )

Bits Y
2 et
V2 cos(wet)
Re{A[n]} D s1(1)
Aqln] ) ® T
By x(1)

? CODIFICADOR @)—»
s Im{A[n]}
Aoln] @ \1/

V2 sen (wet)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Relacion con un espacio de senales 2D

@ Senal en espacio de sefales bidimensional se escribe

ZAO do(t — nT) ~|—ZA1 ¢1(t — nT)

» ¢o(t) y ¢1(r) son senales ortonormales
@ Formulacion PAM paso banda solo es equivalente si
wczzixk, with k € Z
T
En este caso
Ao[n] = Ailn], Ag[n] = Ay[n]
po(t) = g(t) cos(wet),  ¢1(t) = —g(t) sen(wct)
¢o(t —nT) = g(t — nT) cos(w.(t —nT

(we(t
¢1(t —nT) = —g(t — nT) sen(w(t —nT

) = g(t — nT) cos(w,t)
)) = —g(t — nT) sen(w,t)
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Modulador en espacio de senales 2D

—| CODIFICADOR
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Constelaciones PAM paso banda

@ Representacion 2D de los posibles valores de A;[n] vs Ap[n]

@ Constelaciones mas frecuentes
» Constelaciones QAM (Quadrature Amplitude Modulation)
* M = 2™ simbolos, con m par

* Simbolos en una reticula cuadrada (2"/2 x 2"/2 niveles)
- Ar[n] y Agp[n] usan constelaciones PAM banda base
- Asignacion binaria, codificacion, y reglas de decision independientes en
cada componente
2(M — 1
E = 2M-1)
3
» Constelaciones QAM en cruz
* M = 2™ simbolos, con m impar

* Simbolos en una rejilla cuadrada no completa
- Asignacion binaria, cofificacion y reglas de decision no son independientes

SN

» Constelaciones PSK (Phase Shift Keying)
* Simbolos equiespaciados sobre un circulo (radio /Ej)

- Energia constante para todos los simbolos | E; = |A[n]|?

—
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Constelaciones QAM

Im{A[n]}
Im{A[n]} 7 e © © o100 o o o
o e - o ° 5 e o o o710 © o o
Im{A[n]}
e o @ 0610 o0 o o
1 [ e + o [
I e o @ 0610 o o o
I ; ; 1 ; ;Re{A[n]F‘ e o o o:0 o o OR.[4}
3 e o 0 0610 o o o
° e - o ° 5 e o @ 0610 o o o
! 1 7 e o 0o 010 o0 o o
— e ———0— e o o e o o o
-3 -1 —7-5-3-11 3 5 7
4-QAM 16-QAM 64-QAM
(2-PAM) x (2-PAM) (4-PAM) x (4-PAM) (8-PAM) x (8-PAM)

—
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Codificacion Gray QAM

0001 0101 1101 1001
01 ° ° ° °
0000 0100 1100 1000
00 ° ) ° °
0010 0110 1110 1010
10 [ ° ° °
0011 0111 1111 1011
[ J [ ] [ ] [ ]
00 01 11 10
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Constelaciones QAM en cruz

Im{Al]} Im{Al} ZIm{an}
oo ces
L L] e o o . o o o o
e oo ces e
L] L] e o o L]
ceooeoselesesnne
. . N
- - ° ° oo o i ® o 0o o o 0|0 0o 0 0 o o
hd hd ® ® o 0 0 0|0 0 0 0 0 0
. . Re{am} ¢ ® 0| ® 0 O R{A} e eseeoleseeee Refam}
ce e ee e
L] L] e | o o [ ]
oo ces e
. e
‘ ° oo o e o o o0 o o o

Constelaciones 8-QAM, 32-QAM y 128-QAM
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Constelacion PSK (Phase shift keying)

@ Constelacion PSK

[A[n] - \/Eeﬂp[ﬂ}j

» Modulo constante
» La informacién esta en la fase del simbolo

@ Forma de onda para modulaciones con constelaciones PSK

x(t) = \/Z_EsRe {Zg(t —nT) ef(wffJ’*"[”})}
— \/2_ESZ g(t — nT) cos(w.t + ¢[n))

» Saltos de fase en las transiciones entre simbolos

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Constelaciones PSK

Im{Aln]}

Im{A}

Im{A}

Universid
uc3m | Carlos
de Mad

o
] @ Marcelino Lazaro, 2023

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

° Re{am}

Constelaciones 4-PSK (QPSK), 8-PSK'y 16-PSK
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Codificacion Gray PSK

Im{A[n]}
¢ 000
100 @ ® 001
101 011
° °
Re{A[n]}
111 @ e (010
110 @

# @ Marcelino Lazaro, 2023
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Otras constelaciones

Tm{ain} Tn{am}
o o
°
° e o o o o
o e o o o o o
° ——eo 9o 9o o —0o o
Re{An Re{A[n
. {am} e © o o o o {am1}
o e o o o o
°
o o

Constelaciones 1-7-AM-PM y 32-hexagonal

—
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Espectro de modulaciones PAM paso banda
@ Condiciones para cicloestacionariedad de x(7):
E[A[k + m] A[k]] = 0, para todo k,m,m # 0

» Condiciones para constelaciones QAM
* Secuencias de simbolos A;[n] y Ag[n] son mutuamente
independientes
* Funciones de autocorrelacién idénticas para A, [n] y Agn]
» Condiciones para constelaciones PSK
* Valores de ¢[n] son independientes

@ Bajo ciclostationariedad la densidad espectral de potencia es

[SX(I'W) = % [Ss (jow — jwe) + S5 (= (jw ‘|’J'WC))]}

{Sg(jw) = % Sa (e&7) !G(iw)!z}

NOTA: A[n] es una secuencia compleja en una PAM paso banda
w—
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Espectro de modulaciones PAM paso banda (ll)
@ Para secuencias de simbolos blancas: S, (e) = E;

. E; .
{Ss(lw) =7 |G(]W)’2}
» G(jw) es reponsable de la forma del espectro

* Sg(jw) es real y simétrica

[sxom 32 (160 — g +|G(IW+J%)|H

@ Ejemplo usando filtros de la familia del coseno alzado

. Sy (i
Wo=20+a) U5 W=2(1 4oy ras )
Beg=5%(1+0a) B=Ry(1+a)Hz W =2We
—
f ‘ 1 w } ‘ f } Y w
_Weq Weq —We We — Weq We We + Weq

% Ancho de banda paso banda, W, es el doble que el equivalente en banda base W,
* Misma eficiencia espectral: se transmiten dos secuencias simultaneamente
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Potencia transmitida

@ La potencia media transmitida es

2 J_ o

{PX L Sx(jw) dw}

@ Sila secuencia A[n| es blanca

Sc(e) =B Ssie) = 2 [Gw)P

» Potencia para una secuencia blanca

{Px & 1 |G(jw)* dw = 5 5{g(t)}}

T2 ) T

* Para filtros normalizados (con energia unidad)

E;
LPX = - = FE, X Ry Watts}

—
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Demodulador PAM paso banda

@ Demodulacién y filtrado en banda base puede ser utilizada
» Notacién compleja e implementacion por componentes se
muestran en las figuras

A~

(1) @ r(1) ) q(1) T qln] @ﬂ

V2 e=iwet t=nT
V2 cos(wet) )
é ri(t) W qr(t) q1[n]
(1) Re{q[n]} A[n]

DECISOR —

2 ro(t) WCIQ(I) qo(n]

Im{q[n]}
—V/2sen(w,t) t =nT —_

vesm | ol [OSE)
aeans Ty
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Demodulador equivalente (alternativo)
@ Senal antes del muestreador (utilizando notacién compleja)
a(t) = (1) e71) = (V211
@ Expresion de la convolucién

a0 = V2 [ 50 sl 1) e e ar

@ Reordenando términos, se obtiene un esquema de demodulacién
alternativo

q(t) = e ! /00 V2£(1) &7 y(t — 1) dr

q(e) = e (50 (V21 (0) &)
Filtrado paso banda y luego demodulacién
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Demodulador equivalente (ll)

A~

y(1) F(1) e @ q(1) T qln] @ﬂ

DECISOR ——

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Caracteristicas de ruido en el receptor

n(t)

— (1) z(1) z[n]
V2£(1) & @ T

e e s —Jwet —
@ Algunas definiciones: e t=nT

folt) = V2f(1) &, Fo(jw) = V2 F(jw — juwe)

@ Propiedades:

@ :(¢) es estacionario si £(t) es circularmente simétrico
NOTA: Un proceso complejo X(¢) es circularmente simétrico si las partes real e imaginaria, X, (¢) y X;(t), son
conjuntamente estacionarios, y sus correlaciones cumplen

Rx, (1) = Rx,(7), Rx, x;(7) = —Rx, x,(7)

@ /(1) es circularmente simetrico si w,. es mayor que el ancho
de banda del filtro f,(¢) (sistema de banda estrecha)

Se(jw) =2 Sp(jw) |F(jw — jooc)|®

—
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Senal de ruido z(7) en el receptor

=0 = a(0) + %000

@ z(¢) es circularmente simétrico y su densidad espectral de
potencia es

S.(jw) = 2 Sy(jw +jwe) [F(jw)[?

» Si el proceso es simétrico, sus partes real e imaginaria, z(z)
y zo(1), tienen la misma varianza y son independientes para
cualquier instante ¢

» In general, z;(¢;) and zp(t,), for #; # 1, are not independent

» Si el espectro es hermitico, S.(jw) = S3(—jw), z1(t1) Y zo(t2),
para t; # t, son también independientes

* Sin(r) es blanco, esto se cumple si f(r) es real

—
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Secuencia de ruido discreto z[n| en el receptor
(2ln] = zaln] + zolr|

z|[n] es circularmente simétrico

.We 2'/Tk w 27Tk
R e SN GRe

Para ruido blanco n(t)

= s n b (2

El ruido muestreado z[n] puede ser blanco
» Ocurre si la funcion de ambigliedad de f(z), ry(t) = f(t) * f*(—1),
cumple las condiciones del criterio de Nyquist a tasa de simbolo

(5:6) = No x £ £}

* z7[n] y zg[n] son independientes para cada instante n
* zilm]y zp[n2], parany # ny, son independentes

[s () = Sz () = -2 xg{f(z)}j
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Varianza y distribucion de z[1]
@ La varianza del ruido complejo es

2 1 "

o= —
o2m .

S, (ej‘“) dw

@ Sin(r) es blanco, con S, (jw) = No/2 W/Hz, y si r;(r) es normalizado y
cumple las condiciones del criterio de Nyquist a R, (7T)

N
2 2 2 0
o; =N (O’zl = Gy, = 2)

NOTA: recuerde que z[n] = z[n] +j zp[n]

@ Si el ruido es circularmente simétrico

> Partes reales e imaginaria (z;[n] y zg[n]) son independientes y ambos tienen
varianza Ny /2
> Funcién densidad de probabilidad

NOTA: Si el filtro receptor no esta normalizado, la varianza se multiplica por € {f (1)}
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Canal discreto equivalente
@ Senal muestreada a la salida del filtro receptor

qln] = q(t)‘t:nT = q(nT), con q(t ZA p(t —nT) + z(1)

@ Canal discreto equivalente paso banda:

[Pl = P(0)]._yr = P(uT) | (gln] = Aln] = pn] + <[]

@ Definicion del canal complejo equivalente en banda base, /(1)

[heq(t):e_jw“t ht) B Hey(jw) = H(jw + jwc)]

Comportamiento del canal en torno a la frecuencia w. se traslada a banda base

@ Respuesta conjunta transmisor-canal-receptor

P0) =80 +heg®) 250 B Pliw) = Gliw) Hegli) Flj)
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Canal complejo equivalente en banda base

r(t) (1) 1]
m @ (o )= -

V2 awet n(t) /2 e—iwet t=nT
Ss(jw) ‘ | ‘
—We _ % _l’_% +we
Sx(jw) (notacién compleja) |
—We — % +% +we
w
. EE—
[H (jw)| -\
—We +we
Sel) By o) < G
—We — % + % “+we
Fio)P T\ |
‘‘‘‘‘ —Wwe _w w +we
veam | S8 Marcelino Lazaro, 2023 0BW-UC3M Comunicaciones Digitales PAM paso banda 152/166



Canal complejo equivalente en banda base (ll)

Afn] s(1) x(1) O] r(1) O] [1]
%(?—) h(?) O Y x 40 i J/q

T

\fz elwet n [) ﬁ e—Jwet t =nT
-_/- )

—We +we

w
Al S0 ) ~ 0 90 qln]
1 (1) J 'Lheq(’)J \"T‘/ o
T
Neg(t) t=nT

/\mjﬂ = |H(jw + jwe)|

_“'UC VIV +“Uc

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canales discretos equivalentes - PAM banda base y paso
banda

@ |dentificacién de PAM banda base y paso banda

» Simbolos A[n]
» Canal discreto equivalente p[n]
» Ruido discreto z[n]
* Son reales en PAM banda base
* Son complejos en PAM paso banda
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ISI: Constelacion extendida
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@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 1)
plnl =é[n] +adn—1], oln| =Aln] +aAn—1]

» Transmision de un simbolo en A[n]

* En el receptor se observa una constelacion extendida alrededor de dicho
simbolo (un punto en cada instante que dependera del valor del simbolo
anterior (M posibilidades))

* Habra luego que anadir el efecto del ruido

—
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ISI: Constelacion extendida (ll)

@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 1)
plnl =é[n] +adn—1], oln| =Aln] +aAn—1]

> Siaumenta « los puntos de la constelacion extendida para cada simbolo se
separan mas de este

> Si aumenta la memoria de p[n] el tamano de la constelacion aumenta
exponencialmente

M*» posibles valores por cada simbolo

—
v | 5130 [0
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ISI: Constelacion extendida (lll)
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@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 2)
pln]l =dn]+adn—1]+bdn—2]
oln| =An] +aAn—1]+bAn — 2

> Siaumenta la memoria de p[n] el tamafo de la constelacién aumenta
exponencialmente

MX» posibles valores por cada simbolo

—
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Diagrama de dispersion
@ Herramienta de monitorizacion para sistemas paso banda
» Representacion de Re(g[n]) versus Zm(q[n])
» ldeal: debe aparecer la constelacion transmitida
» Permite visualizar el nivel de ruido, nivel de ISI, errores de
sincronismo, etc.

2
1.5/ | 15
1L {g * ] 11 k’* ‘Q"g
~0.5 i | Do t Xy “"“*
SO0t 130}
£0.5 | Fos :
N : . N & ﬁ *g
Al A 1 Ay
1.5 “ * . LI
“2151-050051152 2151050051152
Re{q([n])} Re{q([n])}
pln] = d[n] pln] = d[n] — 0,250[n — 1]
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Revision - Producto con una sinusoide

@ Multiplicar por una sinusoide de frecuencia w. genera, espectralmente, dos réplicas del
espectro de la senal, desplazadas +w,

1 1
x(f) = m(1) X cos(wet) & X(jw) = Mo — jioe) + ZM (e + jue)
1 1
Densidad espectral de potencia: Sx (jw) = ZSM (jw — jwe) + ZSM(jw + jwe)
A

m(t) % x(1)
) = cos(w,t
VWW\MNVWVW LT,

—
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Analisis de la modulacion / demodulacion

@ Digrama de bloques de transmisor y receptor

V2 cos(wc )

V2 cos(wl 1)
Aql n] (t r1 (1) (ﬁq, qiln)
- y(@)
Aol @ o) fx\ _ ’Q(’ qu qoln]
V2 sen(wet) - 2sen(wL 1) t=nT

@ Transmisor: modula dos sefnales en banda base con portadoras
ortogonales

@ Receptor: demodula cada componente Yy filtra con £ ()

» Filtro receptor f(¢) con respuesta banda base (paso bajo)
» Configuracién tipica: filtro en raiz de coseno alzado

vesm | s OO0
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Analisis de la modulacion / demodulacion (ll)

@ La senal recibida sin distorsion (sefal modulada) tiene la forma
y(t) = A cos(wct) + B sen(w,t)
@ En el receptor, la sefal se procesa dividiéndola en dos componentes
qi(t) =filtrar [A cos(w.t) + B sen(w,t)] X cos(w,t)
qo(t) =filtrar [A cos(w.t) + B sen(w,t)] X sen(wt)

@ Identidades trigonométricas y eliminacién (filtrado) de términos paso
banda

X
X cos(wet) cos(wet) = 5 + cos(2wet)
~— | — . X .
Deseado Paso banda en 2w, X Sln(wcf) COS(Wct) = 5 Sln(zwrt)
X X ———
— 5 COS(Zw(;T) Paso banda en 2w,

2
- —

Deseado Paso banda en 2w,

|

X sin(wct) sin(wet) =

il
T T T T
_ w
_— —2w, We 0 +w, +2w,
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Analisis de la modulacion / demodulacion (lll)

@ El producto de dos portadoras permite recuperar las senales banda
base transmitidas
> Productos cos(wct) X cos(wet) 0 sen(wct) X sen(wct) introducen un factor %
* Los factores v/2 se introducen en transmisor y receptor para compensarlo

> La notacion compleja equivalente falla al representar esta atenuacion
* Hay que tenerlo en cuenta cuando se usa la representacion

Modulador Demodulador Efecto conjunto (para p[n])
s(t) x(t) ¥(1) r(1) s(1) r(r)
‘Qf/ i ‘%
\/E g/(“’c[+91‘) \/§ g_j(‘*’c/"!‘gk) ej(ngeR)

@ Receptores no coherentes (no sincronos)
> Receptor cuyo demodulador tiene portadoras con fase diferente a la fase de las
portadoras del modulador
> Produce como efecto una rotacion en la constelacion recibida
> Un receptor coherente necesita recuperar la fase de la senal recibida (con un PLL)
* Coste adicional del PLL (Phase Locked Loop)

iversdod
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Sinusoides con distintas fase o frecuencia

Portadoras con misma frecuencia y desfase de 20°

Portadoras con misma frecuencia y desfase de 45°

Portadoras con frecuencias distintas: desfase “variable”

veom | Gi3H . [SOSO
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Tasa de transmision binaria (R, bits/s)

@ La tasa binaria se obtiene a partir de R, = m x R, bits/s
» Tasa de simbolo: R, baudios (simbolos/s)
» Numero de bits por simbolo de la constelacion: m

m = log, (M)

M: numero de simbolos de la constelacién
@ Limitacion en la maxima tasa binaria alcanzable
» Limitacién sobre R,: ancho de banda disponible (B Hz)
Utilizando filtros de la familia coseno alzado

BANDA BASE = PASO BANDA

_ 2B —
Rs|max = Tto Rs‘\max =~ T+a

» Limitacién en el nimero de simbolos M (y por tanto en m)
* Limitacion en potencia: limita la energia media por simbolo E; = E [|A[n}|2]

- Esto limita el maximo médulo de los puntos de la constelacion
* Las prestaciones requeridas limitan la minima distancia entre simbolos

dmin
[Pe ~ho (2 No/zﬂ

* E,y P, determinan una densidad méaxima para la constelacién

—
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Densidad de las constelaciones - Ejemplo - QAM

4-QAM (2 bits)

. .
01 11
. .
00 10

16-QAM (4 bits)

L] L[]
0011 0111
L] ()
0011 0111
L] L[]
0001 0101
L] ()
0000 0100

L] L]
1111 1011
L] [ )
[1111 1011
L] L[]
1101 1001
L] ()
1100 1000

64-QAM (8 bits)  256-QAM (16 bits)

—
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Densidad de las constelaciones - Ejemplo - QAM

@ Aumento del tamaro de la constelacion (M simbolos):
» Aumento en la tasa binaria
* Aumenta el numero de bits por simbolo m = log, M
» Reduccidén de prestaciones para una E; dada
* Reduccién de la distancia entre puntos de la constelacion

Ejemplo para constelaciones M-QAM
M (simbolos)  m (bits/simbolo) \ E con niveles normalizados (d, = 2) \ dpin CON Eg =2

4 2 2 2
16 4 10 0,8944
64 8 42 0,4364
256 16 170 0,2169
4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM

o
o
o
ot
o

e o o oo o o o
e o o oo o o o
e o o oo o o o
e o o oo o o o
e o o oo o o o
e o o oo o o o
e o o oo o o o
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