EPS-UC3M Comunicaciones Digitales
Grado en Ingenieria en Tecnologias de Telecomunicacion

Ejercicio 1
La respuesta en frecuencia del canal se muestra en la figura

H(jw)
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a) Los pardmetros de un filtro en raiz de coseno alzado son el tiempo de simbolo (o su inversa, la
tasa de simbolo) y el factor de caida (h%n(t)). Con el ancho de banda especificado, la méxima
tasa de simbolo es

Ryjmaz = 2B = 4 Mbaudios

El minimo nimero de bits por simbolo para conseguir la tasa binaria requerida es

" [aniaj - L_ﬂ = [1.75] = 2 bits/simbolo

Por tanto el orden de la constelacion es M = 2™ = 4 simbolos.
La nueva tasa de simbolo es

Mbit 1
By _ TMIS/S o o\ handios T — = = 0.2857 pis.

R, =
m 2 o

y el valor del factor de caida para utilizar el ancho de banda especificado

R, 2B 4
B0 sa=2 12 % 1 _01408
g L) wa=10 35

La potencia de la senal modulada, al ser A[n] blanca y el filtro transmisor normalizado, es

M? -1

Ps=F, x R, =5 x 3.5 x 10° = 17.5 MWatios, ya que E; = 3

=51

b) El canal discreto equivalente se obtiene muestreando la respuesta conjunta entre transmisor,
canal y receptor

plnl = g(tysh(xf ()] B P () = ZP( ——J—k?) con P(jw) = GUjw) H(jo) F(jw)

t=nT
Como G(jw) = F(jw) = Hype(jw)

P(jw) = Hyype(jw) H(jw) Hige(jw) = Hpg (jw) H(jw)
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“ MHz

En la figura se muestra la respuesta conjunta entre transmisor y receptor (un coseno alzado),
la respuesta del canal en la banda de interés, y la respuesta conjunta P(jw), para llegar al
canal discreto equivalente (la frecuencia R,/2 = 1.75 MHz se convierte en tiempo discreto en
7, y la frecuencia Ry = 3.5 MHz se convierte en 27). Al no ser P (¢/*) constante, existe ISI en
el sistema.

El ruido z[n] es blanco si la funcién de ambigiiedad temporal del filtro receptor, r¢(t) =
f(t) % f(—=t), cample las condiciones del criterio de Nyquist

) =rp(0)|,_ . =Cxom & = ZRf ( ud —j—k) C

como sucede en este caso, ya que r;(t) = h%%(t). La densidad espectral de potencia de z[n] es

)
. Ny 1 w 27 Ny .
5.0 =3 7 2R, (5 = a5k = G v que Rytio) = [FGi)P = Hz (i

2 Ry (% —i%k) =1

% MHz

Por tanto el ruido es blanco, al ser su densidad espectral de potencia constante.

¢) En este caso, como m = log, M = 4 bits/simbolo, la tasa de simbolo es

Mbi 1
R, = o _ TMDIS/S ) 2o \bandios 7 = = 05714 ps.

m 4 o
y el valor del factor de caida para utilizar el ancho de banda especificado

B 2
B=R,(1 2 1= _1-0142
R(1+a)—«a 7 T7E 0.1428

2
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Ahora, en un sistema paso banda

p[n] = g(t>*heq(t)*f(t) 7<;> e]w = ZP ( T _j_k) con P(.]w) = G(jw)Heq<]w)F(jw>

t=nT

siendo el canal complejo equivalente en banda base H,(jw) = H(jw + jw.) encargado de
trasladar el efecto del canal en la banda de paso (desde 4 a 6 MHz) a banda base (entre -1y 1
MHz). Ahora

P(jw) = Hyg (jw) Heg(jw)

T Hpe(jw) Hey(jw)

1 i
/ \
x x £ MHz A A £ MHz

“ MHz

En la figura se muestra la respuesta conjunta entre transmisor y receptor (un coseno alzado),
la respuesta del canal complejo equivalente en banda base en la banda de interés, y la respuesta
conjunta P(jw), para llegar al canal discreto equivalente (la frecuencia R/2 = 0.875 MHz se
convierte en tiempo discreto en 7, y la frecuencia R, = 1.75 MHz se convierte en 27). Al no
ser P (e¥) constante, existe también ISI en el sistema paso banda.

En cuanto a la densidad espectral de potencia del ruido, el inico cambio respecto al caso en
banda base es el valor de la constante

w 2m - : Tl
S. () = ZRf ( T —J—k> = No, va que R;(jw) = [F(jw)* = Hpg (jw)

Por lo que de nuevo el ruido z[n] es blanco.



EPS-UC3M Comunicaciones Digitales
Grado en Ingenieria en Tecnologias de Telecomunicacion

Ejercicio 2

a) El retardo 6ptimo viene dado por el valor de n para el que el canal discreto equivalente p[n]
toma su valor maximo en moédulo. En este caso, el maximo valor estd en n = 1

d=1

Para calcular la probabilidad de error, en primer lugar, calcularemos la constelacién extendida
que genera la interferencia intersimbdlica para este canal. La salida sin ruido es

oln] = Aln] % pln] = % An] + Ajn — 1]+ % Aln —2)

lo que da los valores que se muestran en la tabla y figura

Aln] An—1] Aln—1]|o[n] o = An—1]—+1
+1 1 1| +2

-1 41 +1 | 41 © =An-1=-1
+1 -1 +1 0

-1 -1 +1 | -1 o—9 é ; °

+1 +1 —1 +1 -2 -1 ) 2 .
-1 +1 —1 0 ) ?
1 1 1| 1 Lyt

-1 -1 —1 | =2

La probabilidad de error se obtiene promediando las probabilidades de error condicionales

1 1

Pe:_Pe n—1]= alelAln—1)=-1-
5 L elAm—1] +1+2 |Aln—1]=—1

Por tanto, teniendo en cuenta el efecto del ruido gausiano

1 1 1 1 2
Poapn-1=1= Z@TQ ( N0/2> + ZQ <\/N—/2> )

1
2

Es facil ver que P.jap—1)=—1 = PejAn—1)=+1, Por lo que finalmente

1 1 1 1 2
Pe=§+§c2< N0/2>+ZQ< N0/2>.

b) Ahora se considera la utilizacién de un igualador de canal.

1) En primer lugar, para una modulacién 2-PAM, la energia media por simbolo es
1 1
E,=-| -1+ |+ 1 =1.
=17+ 5] +1]

El igualador con el criterio de minimo error cuadratico medio (MMSE) se obtiene

wlo) B
wyME = wll] | = (PP +AI) PY ¢y,
wi2] | ° o7 ’

#
P/\
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donde en este caso \ = 2—2 = %
1 00
I=]10 10
0 01
1 0 p[1] p[0] 0 +1 0 +1/2 0
ca=|c2] | =1 P=|0p[2 p[1] plo] | =] +1/2 +1 +1/2
c[4] 0 0 0 pf2 0 0 +1/2

11) La probabilidad de error aproximada dados los coeficientes del igualador se obtiene como

kO ( i |cld] )

2 2
2 0, + 071

siendo k el maximo nimero de simbolos a minima distancia de un simbolo sobre la conste-
lacién, v d,;, la minima distancia entre simbolos de la constelacion. Para una constelacion
2-PAM, k=1, y dynin = 2.

El valor éptimo del retardo es aquel para el que |c[d]| es méximo, y las varianzas de la
interferencia intersimbdlica (ISI) y del ruido filtrado 2’[n| son, respectivamente

Kp+Ku Ku

olsi =B Y lekl*,  oh =02 |wk)?
k=0 k=0
k#£d

Ahora sélo falta calcular la respuesta conjunta de canal e igualador. Esta respuesta viene
dada por la convolucién entre ambos elementos

En forma matricial la ecuacion se puede escribir como

c[0] +1/2 0 0 0.2
c[1] 1 41/2 0 —0.4 +0.2
c=|c2 |=Pxw=| +1/2 +1 +1/2 | x| +1.2 | = | 408
c[3] 0 +1/2 +1 0.4 +0.2
cl4] 0 0 +1/2 0.2

El retardo éptimo es d = 2, ya que es para n = 2 donde |c[n]| alcanza su valor méximo.
Las varianzas de ISI y ruido se otienen sustituyendo valores en las expresiones anteriores

o7sr =1 x [(—0.2)* 4+ (+0.2)* + (+0.2)> + (=0.2)*] =1 x 0.16 = 0.16
02 =0.01 x [(=0.4)* + (+1.2)* + (—0.4)*] =0.01 x 1.76 = 0.0176
Por tanto, la aproximacion final es

0.8
v/0.16 + 0.0176

P~1Q ( ) — ((1.8983).
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Ejercicio 3
a) Modulacién de respuesta completa.
1) Para esta variante de modulacion, la duracién del filtro transmisor estd limitada a un

tiempo de simbolo. Por tanto, como para este filtro transmisor Tre > 1073 s

1 1 1
m < 10=3 = Max.: Ryrc = m = 1 kbaudio, con Trc = 1 ms.

RS\RC =
En un sistema 4-ario, el nimero de bits por simbolo es m = log, 4 = 2, por lo que
Ry = Ry rc X m = 2 kbits/s.

11) Como se trata de un filtro normalizado

o0 1 AxTre 1 1
dr=- = 12 2FC_ - o A=_— =—10°
g/m“” T 2 2 Tre

11) La expresién general de una modulacién CPM es

x@)::\/2§%senQuJ—%90%—9@,D)

por lo que la amplitud de la senal define la energia media por simbolo. En este caso

2Es TRC
—1 = B =2 8%_05mJ.
Trc 2 m

b) Para calcular el arbol de fases es necesario obtener la integral de g(t)

. 0 sit<0
(t) = gt si0<t<T Qg(t):/ g(1) dr = %% si0<t<T
9= 0, en otro caso o % sit>T
A=1 !
1 /
1
1 t | t
T =Tgrc

6mh —
Fase en nT <t < (n+ 1)T": 51 h —
0(t) = 0[n] + 0(t, ) Amh =
3mh —

n—1
On]=7h Zl[m] 2mh —
m=0 T h —
0(t,n) =27 h I[n] qq4(t — nT) n
—rh —
Ag[n] = 0[n + 1] — 0[n] 27 h —
—37mh —

Ag[n] = m h I[n]
—47h —
—57mh —
—6mh —
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¢) Modulacion de respuesta parcial

1) En una CPM de respuesta parcial g(t) dura mas que el interbalo de simbolo T'" = Tgp,
habitualmente un nimero entero L de intervalos. Por tanto, la tinica posibilidad es que la
tasa de transmision sea el doble que en el sistema de respuesta completa, ya que ahora el
tiempo de simbolo sera la mitad

1073 1 2
Trp = = R = — = = 2 kbaudios
RP sIRP = 75 = 103
11) Ahora
. 0 sit<0
2 .
0 = At si0<t<Treo qg(t)=/ g(r)dr =8 75 si0<t<2Tgp =Tre
= 0, en otro caso o z sit>2Trp = Treo
_ 1
1
4
% ‘ ¢ ' % % t
Trp 2Trp = Tre Trp 2Trp = Tro
Por tanto, la contribucién de los 3 simbolos a la fase 6(¢,1) es
o(t, 1)
3mh+ e I12]
xh -+ "_,-.-.....-.....-.1:;*5 ....................... I[0]
------ LA | | t
Trp ITrp. . 3Trp 4Trp
—m7 h + P —— I1]
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Ejercicio 4

a) La secuencia de ensanchado es z[0] = +1, z[1] = —1, z[2] = —1, z[3] = +1.

1) El ancho de banda, en banda base, es

Ry
B =2 (1+a)x N =125 MHz x 4 = 5 MHz

ya que la tasa de simbolo es

Rb . Rb . 4 MbitS/S
m  logy, M 2

R, = = 2 Mbaudios.

11) La secuencia de muestras se obtiene en bloques de N muestras, donde cada bloque esta
asociado a la transmisién de un simbolo, A[n]

s [m] = Aln] z[m)]

En este caso, las primeras N = 4 muestras dependen de A[0] y las siguientes N = 4
muestras dependen de A[1], basicamente multiplicando dicho simbolo por la secuencia de

ensanchado
s[0] = A[0] z[0] = +3, s[4] = A[1] z[0] = +1
s[1] = A[0] z[1] = -3, s[p] = A[1] z[1] = —1
s[2] = A[0] z[2] = -3, s[6] = A[1] z[2] = —1
s[3] = A[0] z[3] = +3, s[7] = A[1] z[3] = +1

1) Las observaciones ¢[n] a tiempo de simbolo se obtienen procesando las muestras de la
senal recibida a tiempo de chip, v[m], por bloques de tamano N. Las N muestras de cada
bloque se multiplican por el conjugado de la secuencia de ensanchdo y se suman los N
productos

-1 -1

q[n] = Z x*[m] vinN+m] = Z 2*[m] v™[m] con v[m] = v(t)

y o(t) = 7(t)*g.(—1).

t=m

zN

De la senal v(t) es trivial obtener las muestras a tiempo de chip v[m)]

m o 1 2 3|4 5 6 7
v[m] +1 -1 -1 +1|-3 43 +3 -3
#*[m] +1 -1 -1 41|41 -1 -1 +1

ofm] x &[m] | +1 +1 +1 +1]-3 -3 -3 -3
Por tanto
q[0] = v[0] x 2*[0] + v[1] x z*[1] + v[2] x x*[2] + v[3] x *[3] = v[0] — v[1] — v[2] + v[3] =4
q[1] = v[4] x 2*[0] +v[5] x *[1] +v[6] x *[2] +v[7] x *[3] = v[4] — v[5] — v[6] +v[7] = —12
b) Para la modulaciéon OFDM
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1) El ancho de banda, sin prefijo ciclico, es
B =N x R, =4 x 0.5 Mbaudios = 2 MHz

ya que la tasa de simbolo por portadora es

RTOTAL 9 5 10° R R 4 % 109
R, =—2 _ X = 0.5 Mbaudios, y RTOTAL — ki b _2X = 2 Mbaudios
N 4 B m  logy M 2

Las muestras de la senial OFDM se calculan utilizando la DFT inversa de bloques de N
simbolos. La conversion serie a paralelo de los simbolos produce las siguientes 4 secuencias

de datos, y las muestras de cada bloque, son (con T' = — = 0.5 us)
k| Ag0] Ag[1] o
0] +3  +3 sOm] = %IDFTN{Ak ZAk km
1] +1 41 N 1
2| -1 1 sWm] = —=IDFTy{A —— N 4,0] 5™
1 us
] = = [Auln] + Aufr] &7+ Agfn] €7+ Aaln] 77
1
sO[0] = ﬁH?’H_l_S]_O
1 4+ 4y
O[] = —= [+3(+1 x +5)(—=1 x —=1)(=3 x
sV1] = \/F[ ( I ) 7)] EL/T
sO2] = —=[+3(+1 x —1)(=1 x +1)(-=3 x —1)] = —=
2] = \/F[ ( ) ) )] [4.
O3] = —= [+3(+1 x 1x —1)(=3 x + -
SO[3] = = [+ x =) (—1 x ~1)(=3 x +5)] = “=

En este caso Ag[1] = Ai[0], asi que s(V[m] = s(0[m], y por tanto

0 1 2 3|4 5 6 7
0 SO LIy =E L

VT VT VT VT T

11) La longitud del prefijo ciclico, para evitar ISI e ICI, ha de ser
C>Kyg=2

Como el ancho de banda crece con C', el minimo se obtiene para C' = 2 muestras. El ancho
de banda, con prefijo ciclico, es

B = (N +C) x Ry =6 x 0.5 Mbaudios = 3 MHz

Para las muestras, solo hay que introducir el prefijo ciclico, replicando como prefijo para
cada bloque las C' = 2 ultimas muestras del bloque

m |-2 -1]0 1 2 | 4 6 7 8
E[m]‘i 443‘0 L 4 ﬂHHi 4—43‘0 Ty 4 14
vT VT VT VT VT vt VT VT YT T
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Ejercicio 5
a) Cédigo bloque lineal:

1) El diccionario del cédigo, teniendo en cuenta que ¢ = b G, es:

{ b; C; w(c;)
0j0 0 00 O O O O O 0
110 0 11 0 1 01 0O 3
2/0 1 011 0 01 1 4
3|0 1 1101 1 0 0 1 3
411 0 0|0 O O 1 1 1 3
5/1 0 1|1 0 1 0 0 1 3
6/1 1 01 1 0 1 0 O 3
711 1/]01 1 110 4

La minima distancia de Hamming es igual al menor peso de la palabra codificada diferente
de la palabra todo ceros, en este caso:

Aimin = I};l’gl w(c;) =3
11) La matriz de chequeo de paridad se obtiene a partir de una matriz generadora con estruc-

tura sistematica, que se obtiene haciendo operaciones lineales sobre las filas de la matriz
generadora del codigo. Esta matriz tiene en sus filas un subconjunto de las palabras codi-

ficadas:
Cg 110100 100110
G=lcg|l=101010/=H=1|010101
C3 011001 001011

111) La decodificacién puede hacerse a partir de la distancia de Hamming, buscando la palabra
codificada a menor distancia de la palabra recibida, que es ¢ = ¢;. La tabla de sindromes
se obtiene considerando que s = e H” .

e S
000O0O0O0O|0O00O0
10000O0(1 0O
01000O0O0|010
001 00O0O0|0O0T1
0001O0O0[1 10
000O01O0|1 01
000O0O0T1|01T1
10000 1]1 11

La decodificacion basada en sindromes sigue los siguientes pasos:

o Sindrome: s=rH" =110

o Patréon de error: e =000100

o Correcibn: c=r+e=101010=c¢,
o Decodificacién: b=b; =001

b) Cédigo convolucional:

1) El diagrama de rejilla es

10
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100
Ps = [17 1]
1[}2 = [O, 1]
1 =[1,0]
wo = [070]
i 000 Y0+ 1]

BO BOp -1 BOE -2 |cOp cWig
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 0 1 1 1
0 0 1 0 1
1 1 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
0 0 0 0 0

11) La minima distancia de Hamming, teniendo en cuenta que sélo hay un camino para
fundirse con el camino de referencia, que es desde el estado [0, 1] acumulando 1, y que las

métricas para cada estado se repiten en el ultimo paso, es

1,1 @

0,1 @

1,0] @

[0,0]

2] 2] o [z
L J o
Dmin 4
3] 3] .
z=3
5] 5] .

1

.- 4] (4

® e ® Y Y o
Crefl0] =00 Crep[1] =00 Cref[2] =00 Cpreg[3] =00 Crefld] = 00

¥[1] ¥[2] ¥[3] Y[4] (5]

¥[0]

111) Algoritmo de Viterbi:

11




