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(1) Sea la funcién f(z) = zer, definida en el intervalo(0, ). Se pide:

(a)
(b)
(c)

Hallar las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Hallar los extremos locales y globales y la imagen de f(x). Representar la grafica de la funcién.
Considerar f1(z) la funcién f(z) restringida al intervalo [1, c0).

Representar la grafica de la inversa de f1(z).

0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c)

El dominio de la funcién anterior es (0, co).
Como f es continua en su dominio, solo hay que estudiar las asintotas en 0 por la derecha y en
+o0:

i) haciendo el cambio de variable 2 = 1 (de esta forma  — 07 cuando ¢t — +00 ) obtenemos:
t t

. . 1 . € 00 ) o €
wgr(lﬁf(x) = 75EPOOf 7= tﬁnoo? == [por la regla de I’ Hopital] = tE)nooT =00
Luego f(z) tiene asintota vertical = 0 por la derecha.

1
= —1
ii) lim f@) = lim er =1, y lim f(z)—z= lim x(e% —1)= lim ¢ — =

T

1
7 (—1/22
= g = [por la regla de L’'Hopital] = lim ex(=1/a7) =1

v (—1/a?)
Luego f(x) tiene asintota oblicua y = 4+ 1 en oo.
Por tltimo, como f/(z) = ex (1 — 1), se deduce por el signo de f’(z) que f es creciente en [1,00),
pues f'(z) > 0 en dicho intervalo. Andlogamente, f es decreciente en (0, 1] al ser f'(x) < 0.
De lo anterior se deduce que el punto 1 es un minimizador local y global. Ademds, al no existir
maximizador local, no lo puede haber global.
Por otro lado, como f es decreciente en (0, 1] y creciente en [1,00), xgr%ﬁf(x) = Ili_r)noof(x) = 00,
por el teorema de los valores intermedios se deduce que la imagen de la funcién en intervalo (0, co)
serd [f(1),00) = [e, ).
Asi pues, la gréfica de la funcién quedara, aproximadamente, como muestra la figura al final.
Como se puede apreciar, f1 es creciente en [1,00), f1(1) = e y fi(z) tiene como asintota oblicua
y=x+1.
Luego su inversa serd creciente en [e,00), tomard el valor 1 en el punto e, tendrd como asintota

oblicua la recta y = x — 1 y su gréfica serd, aproximadamente, como muestra la siguiente figura:




(2) Dada la funcién y = f(z), definida de forma implicita mediante la ecuacién

—Br+3y+e T +e¥=2

en un entorno del punto z =0,y = 0, se pide:

(a)
(b)
()

Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de f en a = 0.
Representar la grafica de f cerca del punto x = 0.

Calcular aproximadamente, utilizando el polinomio de Taylor, f(—0,1) y f(0,1).
;Serd f(0) mayor, menor o igual que el valor de $(f(—0,1) + f(0,1))?
Sugerencia para b y c: utilizar que f”(0) < 0.

0,4 puntos apartado a); 0,2 puntos apartado b); 0,4 puntos apartado c).

En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién:
—34+3y —e*+ye? =0

sustituyendo x = 0, y(0) = 0 se deduce que y'(0) = f/(0) = 1.
Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Py (z) = .
Andlogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:

3y +e T +y"ev + (y')%e¥ =0

sustituyendo x = 0,y(0) = 0,3'(0) = 1 se deduce que y”(0) = f"(0) =
Luego la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Py(z) = — %xz.

~1/2.

Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la grafica de f, cerca del punto x = 0 sera, aproxi-
madamente, como se ve en la figura al final.

Por otro lado, utilizando el polinomio de Taylor, tenemos que:

f(=0,1) = —0,1 — 1(=0,1)2 = —0.1025; f(0,1) =~ 0,1 — £(0,1)? = 0.0975 = 1(f(-0,1) +
£(0,1)) & —1(0,1)2 ~ —0.0025

Luego %(f(—O, 1) + f(0,1)) es menor que f(0) = 0. O si se prefiere, se puede ver gréficamente,
utilizando que la funcién f(z) es céncava cerca del punto x = 0.

Llamando f*(0) = 1(f(—0,1) + f(0,1)), el dibujo quedarfa ast:

y=ux




(3) Sea C(x) = 36 + 16z + az? la funcién de costes y p(z) = 76 — z la funcién inversa de
demanda de una empresa monopolista, donde a > 0. Se pide:
(a) Si sabemos que el nivel de produccién para el que se maximiza el beneficio es z* = 6,
calcular el valor del parametro a.
(b) Si sabemos que el nivel de produccién para el que se minimiza el coste medio es
x* = 6, calcular el valor del pardametro a.

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b).

a) En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios.
B(x) = (76 — x)x — (36 + 162 + az?) = —(a + 1)2? + 60z — 36
Si calculamos la primera y segunda derivada de B :
B'(x) =—-2(a+1)x 4+ 60; B"(z) = —2(a+1) <0

. . » 60
luego vemos que B tiene un tinico punto critico en z* =

2(a+1)
es una funcién céncava, este punto critico es el inico maximizador global.

60
Luegoz* =6= ——~ = a+1=5=a=4

2(a+1) o) 35

— 416 + az,
T T

A
su derivada sera: (CSU)> = —% ta=0+ g2 = %

y, como B

b) Como la funcién de costes medios es

2 a

C(x)\" 72
Como ( —— | = — >0, la funcién es convexa y el punto critico serd
x x
minimizador global.

6
Luegoz* =6=—=a=1

va



(4) Sea

€Tr) =
/(@) br? +2x+1 ,x>1

{ 22 -2x+a ,x<1
definida a trozos en el intervalo [0,2]. Se pide:

(a) Enunciar el teorema de Bolzano de los ceros para una funcién f cualquiera definida en [0, 2].
Determinar qué condiciones han de cumplir a y b para que f(z) cumpla las hipétesis de dicho
teorema.

.Se cumplen las hipdtesis (o punto de partida) del teorema para algin b < 07

(b) Enunciar el teorema del valor medio (de Lagrange) para una funcién f cualquiera definida en [0, 2].
Hallar a, b para que se satisfagan las hipotesis del teorema.

Para dichos valores a, b, hallar el/los punto(s) ¢ que satisfacen la tesis de dicho teorema.

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

a) Las hipdtesis son que f sea continua en [0,2] y que, ademds, f(0) - f(2) < 0.
La tesis, o conclusién, es que existe ¢ € (0,2) tal que f(c¢) = 0.
Para ello, necesitamos, en primer lugar, imponer la continuidad de f en x = 1.
Como lim f(z) = f(1) = =1+ a y como lim f(z) = b+ 3, se deduce que la funcién serd
rz—1— z—>1t
continua en [0,2] cuando: a = b+ 4 o, si se prefiere, b = a — 4.
Por otro lado, suponiendo f continua, la condicién f(0) - f(2) < 0 se cumplird cuando:
i) f(0)=a <0y f(2) =4b+ 5 > 0; o bien
ii) f(0)=a>0,f(2) =4b+5<0.
Asf pues, en el primer casosia < 0 (0b < —4 al ser b = a—4), tenemos f(2) = 4b+5 > 0= b > 2
lo cual es imposible y no se cumple la condicién i) en ningin caso.
Por otro lado, si @ > 0 (0 b > —4 al ser b = a — 4), tenemos f(2) =4b+5<0=b< P2y
obtenemos la solucién: —4 < b < _75 ol0<a< 14—1 para que se cumplan las condiciones del teorema
en el caso ii).
b) Las hipdtesis son que f sea continua en [0,2] y derivable en (0, 2).
La tesis, o conclusidn, es que existe ¢ € (0,2) tal que f(2) — f(0) = 2f'(c).
Hemos vistos que la funcién serd continua en [0, 2] cuando: a = b+ 4.

Necesitamos ahora, suponiendo la continuidad de f, imponer su derivabilidad en x = 1.

2% —2 Lr<l .
Como f'(z) = { 2;;3 +2 i . se cumple ‘x
’ 3

que lim f'(z)=0, lim f'(z)=2b+2
z— 1~ z— 1t

Ahora, suponiendo la continuidad de f/(z) en

x = 1si2b+2 = 0. Luego se cumplen las 25
hipotesis de este teorema cuando b = —1, a =
3. Por tanto, el punto ¢ debe cumplir que 2
f(2)—f(0) = =2 =2f'(c). Obviamente, ¢ # 1;
y entonces: 15
ysic<1:2-2=-1= ¢c=1
i)sic>1:—20+2=—1:>c=%

La situacién se puede ver en el dibujo.

0.5




(5) Dadas la funciones f,g: [1,2] — R, definidas por: g(z) = —e*~!, f(z) = zInz, se pide:
(a) Representar aproximadamente el conjunto A, delimitado por las graficas de dichas funciones y las
rectas x = 1,z = 2.
Hallar, si existen, los maximales y minimales, méaximo y minimo de A.
(b) Calcular el area del conjunto dado.
Sugerencia para a: el orden de Pareto viene dado por: (xg,y0) <p (z1,71) < 2o < 21, Yo < Y1.
0,4 puntos apartado a); 0,6 puntos apartado b)

a) f(x) es creciente en [1,2] (pues f'(z) = 14+1Inz > 0) y g(z) es decreciente (pues ¢’'(z) = g(z) < 0).
Ademds, como g(1) = —1 < 0 = f(1), se cumple que:
glx) < f(z)sil<z <2
Por lo tanto, el dibujo de A serd, aproximadamente, asi:

f(z) =zlnz
15 T =2
r=1 (2,2In2) méximo
]
0.5
0 05 15 b 25 3 35 4

1.5
-2

25

minimales|\ 9(z) = —e

Asi pues, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:
méximo(A4) =maximales(A) = (2,2In2) = (2,1n4),
minimo no existe, minimales(A) = {(z,g(z) : 1 < x < 2}.

b) En primer lugar, por la posicién de las funciones, sabemos que:
2 2

érea(A):{(f(a:) —g(z))dz = [(zlnz — (—e"1))dz.

1
Calculamos una primitiva de f(z) por partes:

2 2 2 2
zlnzdr = (lamando v' =z, u=Inz) = %lnx—/x—-fdm:x—lnx—x—

2 2 4
y, como la otra primitiva es inmediata, aplicando la regla de Barrow, obtenemos que:
2 2 2 1
J(zlnz +e*)dx = T e - L et =2In2—-1+e—(—=+1)=
1 2 4 1 4

=Ind+e— Z unidades de area.
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