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Sistema digital de comunicaciones PAM

Al (1) (1) 0 i)
H <) ]—{ o) ]—? { 10 2 T !
(o)

¥(1)

V2 elwet D e—Jwet t=nT

@ Modelo equivalente en tiempo discreto
» Simbolos A[n]
» Canal discreto equivalente p[n]

» Ruido discreto z[n]
* Son reales en PAM banda base
* Son complejos en PAM paso banda

Aln] mow o~ qln]
— 7T

z[n]
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Configuracion habitual para canales lineales

@ Receptor es un filtro adaptado al transmisor f(¢) = g(—1)
con rs(t) = r(r) cumpliendo Nyquist

=nT

Aln s r n
[] () % O = e 14% T qln]
n(t) f

» Opcion habitual: filtros en raiz de coseno alzado
8() = higee(t) = f(1) = e (1)

g(0) (1) = rg(t) = rp(1) = hige (1)
@ Consecuencias:
» Esto asegura que el ruido en tiempo discreto z[n| es blanco
» Existe ISI en el sistema (respuesta conjunta p(z) no cumple
Nyquist)
* Los receptores puede disenarse especificamente para tratar
con la ISI (como se vera en el Capitulo 2)
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Deteccion bajo ISI - Planteamiento
@ Receptor: filtro adaptado (1) = g(—t), normalizado, r¢(t) = r,(t)
cumple Nyquist (i.e., ry[n] = d[n])
N0/2, A[I’l] €R
No, A[n] eC
@ Secuencia de simbolos A[n]: constelacion de M puntos
» Secuencia estacionaria blanca, energia media E; = E [|A[n} |2}

> z[n] blanco y gausiano: o2 = {

Ralk] = E[A[n + k] A*[n]] = E 6[n]
S (€¥) = Es

@ Respuesta p(r) causal y limitada en el tiempo (7, s)
» p[n] causal de longitud K, + 1, = memoria K, = |7, /T
» Observacion a la salida del demodulador

qln] = Aln] * pln] + z[n] = o[n] + z[n]
* Salida sin ruido del canal discreto equivalente
KF
ofn) = 3" plk] Aln — K]
k=0

r— K, = memoria (en muestras) del canal discreto equivalente
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Memoria del canal discreto equivalente (K)

k, términos memoria

o[n] = Aln|p[0] +A[n — 1|p[1] + A[n = 2]p[2] + - - - + Aln — K, ]p[K,,)
~——
actual K, anteriores

@ Simbolos que influyen en o[n] en el instante n

» El simbolo del mismo instante n: | A[#]
» Los K, simbolos anteriores

[A[n 1), A1 -2, ,Aln — K,,]]

@ Aln] influye en o[n] (y en ¢[n]) en K, + 1 instantes

» En el instante actual: n
» En K, instantes posteriores:n+1,n+2,--- ,n+K,

_—
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Detector simbolo a simbolo sin memoria

Aln] oln]  qln] — Aln —d
— pln dT‘/ ]
z[n]

@ Detector basado en regiones de decision
» Constelaciones 1D : regiones dadas por umbrales
» Constelaciones 2D : regiones dadas por fronteras 2D
@ Parametros de disefno
» Retardo d para la decision
* Regla de decision se aplica a g[n]
* El resultado es la decision sobre el simbolo A[n — d|

[Procesado de g[n] — Aln — d] (decisién sobre Aln — d])}

» Regiones de decision
* Una region asociada a cada simbolo: ; para a; Vj
* Determinan la regla de decision

[Si gln] € —» Aln—d] = aj]

—
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Detector simbolo a simbolo sin memoria - Retardo d
@ La observacion ¢[n] se usa para decidir A[n — d|
» Retardo d en el decisor
@ Canal ideal con un retardo de d muestras:

[p[n] —Céln—d — qn=CApn—d+ z[n]]

@ Canal no ideal
gln) = pld) Aln—d| +ZP K+ z[n]
—_—— ~—
ruido

término deseado

ISI

@ Eleccién éptima del retardo d del decisor
» Simbolo con mayor contribucién en g[n]

» Interpretacion anternativa
* Normalizacion de la observacion para compensar la ganancia p[d]

g plk B z[n]
{H i H% K+ [d]}
* Una vez fijado d, el término p[d] divide a ISl y ruido
» Eleccién optima: elegir d tal que | |p[d]| > |p[n]| | para todo n

* Minimiza el efecto conjunto de ISl y ruido
veom | e Marcelino Lazaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Deteccion bajo ISI 8/146




Seleccion del retardo 6ptimo - Ejemplo

@ Transmision de 2-PAM sobre p[n] = 16[n] + 6[n — 1] + 15[n — 2]

® o[n] =A[n]«p[n] = 1 Aln] +Aln— 1] + § Aln — 2]

Retardo d =0 Retardo d = 1 (éptimo)
Aln] An—1] Aln-2] | oln] Aln] An—1] An-2] | on]
+1 +1 +1 +3 +1 +1 +1 3
+1 +1 —1] +3 +1 +1 —1 +2
+1 —1 +1 —i +1 -1 +1 —I
+1 —1 -1 -2 +1 ~1 —1 —3
—1 +1 +1 +3 —1 +1 +1 | +3
—1 +1 —1 +! —1 +1 1 +1
-1 —1 +1 -2 —1 -1 +1 —2
—1 —1 —1 -7 —1 —1 —1 —

Azul : Aln —d] = +1 Rojo : A[n — d] = —1

@ El simbolo asociado al mayor valor de |p[n]| es el que tiene mayor
contribucién sobre o[n]
» El signo de o[n] depende en este caso de A[n — 1] (d = 1)

_—
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Seleccion del retardo 6ptimo - Ejemplo (ll)
@ Sin ISI (p[n] = [n])
@ An=+1

| | |
e L

@ Con IS (p[n] = 16[n] + 6[n — 1] + $6[n — 2]): retardo d = 0

o 00 o o o0 o @ Aln =
-2 ~1 0 1 ) @ M=o
@ Con IS (p[n] = 16[n] + 6[n — 1] + {6[n — 2]): retardo d = 1

@ Aln—1]=+I

— 00—+ 00— ——
@ An-—-1]=-1

-2 —1 0 1 2

@ Con IS (p[n] = 16[n] + 6[n — 1] + §6[n — 2]): retardo d = 2
® An—2] =+l

@ An-—-2]=-
—2 —1 0 1 2
nnnnnnnnn
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Efecto del valor del cursor p|d|: escalado

@ Ejemplo: constelacién 4-PAM : A[n] € {+£1, £3}
@ Canal discreto equivalente: p[n] = 0,1 §[n] 4+ 0,6 §[n — 1] — 0,05 §[n — 2]
» Retardo 6ptimo para la decisién: d = 1 (p[d] = 0,6)

O Aln—d =+3
@ Apn—d =+1

@ Aln—d =-1

@ Aln—d=-3

constelacién 4-PAM
O f @ } @ f O
-3 -2 —1 0 1 2 3

valor de p[d] x A[n — d] (contribucién sin ISI)
¢ +HO +—@—+—@—% O %
-3 -2 —1 0 1 2 3
constelacion extendida

& jgeeeeaeeetidccdaaeail — — ~Teeeeee e &
-3 -2 —1 0 1 2 3

@ El cursor establece un escalado general sobre la constelacién recibida

_—
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Efecto del valor del cursor p[d|: signo del cursor

@ Ejemplo: constelacién 4-PAM : A[n] € {+£1, £3}

@ Canal discreto equivalente: p[n] = 0,1 §[n] — 0,6 §[n — 1] — 0,05 §[n — 2]

> Retardo 6ptimo para la decisién: d = 1 (p[d] = —0,6)

O Aln—d =+3
@ Apn—d =+1

@ Aln—d =-1
@ Aln—d=-3
constelacién 4-PAM
O f @ } @ f O
-3 -2 —1 0 1 2 3
valor de p[d] x A[n — d] (contribucién sin ISI)
¢ +HO +—@—+—@—% O+ %
-3 -2 —1 0 1 2 3
constelacion extendida
& jeeeeeeeey  NUQ@@ddeioleaeeeaeece %
—1 0 1 2 3

@ Un signo negativo en el cursor “invierte” la constelacion

Universidad
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Efecto del valor del cursor p|d|: opciones

@ Ejemplo: constelacién 4-PAM : A[n] € {£1, £3}

@ Canal discreto equivalente: p[n] = 0,1 §[n] — 0,6 §[n — 1] — 0,05 §[n — 2]
> Retardo 6ptimo para la decisién: d = 1 (p[d] = —0,6)

@ Hay dos opciones para tener en cuenta el valor del cursor

> Escalar las regiones de decision de acuerdo al cursor (teniendo en cuenta el signo)
> Normalizacién de la observacion: dividir por el valor del cursor

O Apn—d =+3
@ An—d =+l
@ An—d =-1
@ An—-d =-3

constelacion 4-PAM
f @ } @ f O
-3 -2 —1 0 1 2 3

escalado de las regiones de decision
gececaecell — TiGcaadaiolieaeaeaeccs
—1,2 0 1,2

normalizacién de la observacion o[n]/p[d]

-3 = =1 0 1 2 3

_—
veom | e [(@OBB] 1 rcelino Lzaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Deteccion bajo ISI 13/146



Normalizacion de la observacion: efecto sobre el ruido

@ Normalizacion de la observacion

= —Q[n] = 0,|Nn n
ol
ol =7 =g

@ Efecto sobre el ruido: modificacién de su potencia

(varianza)
1
2 2
{%:%XWWJ

» Importante para el calculo de las probabilidades de error

_—
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Nivel de ISI YisI
@ Cuantifica la distorsion de ISl introducida por un canal

D
Yist = P >0
n

» D,;c,: distorsion de pico para un retado d

pzco g

k;éd

Depende del canal discreto equivalente y del retardo para la decision (d)
» 1) eficiencia de la constelacion

(dmin/z)

T Al =

Depende de la constelacién utilizada en la transmision
*  |A|max: mé@ximo valor del médulo de un simbolo de la constelacion

|Almar = méx{|A[n][}

* d.in: Minima distancia entre dos simbolos de la constelacion

dmin = min IA[H] [ ”

Universidad Aln])#A[k]
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visi - efecto de la ISI sobre las regiones de decision

@ El nivel de ISI mide el efecto de la ISI en términos de como
afecta a la constelacion recibida (constelacion extendida
generada por la ISI)

@ El valor 7;; = 1 indica el punto donde la constelacion
extendida alcanza los limites de la regidn de decisidon
original

» ~is7 < 1 :1SI no mueve los simbolos fuera de su region de
decision
* Sin ruido, un detector simbolo a simbolo sin modificar no
comete errores
» st > 11 I1SI mueve los simbolos fuera de su region de
decision
* Un detector simbolo a simbolo sin modificar cometera
errores incluso sin ruido
* En este caso, es necesario redefinir las regiones de decisién
teniendo en cuenta la ISI subyacente (para garantizar unas
prestaciones maximas utilizando un detector simbolo a

_ simbolo sin memoria)
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Ejemplo

@ Se va a presentar el nivel de IS| para el siguiente caso
» Constelacion transmitida: 2-PAM (A[n] € {£1})
* Eficiencian =1
* Constelacion y regiones de decision originales (111, 1_;)

| | @ |
T T A4 T

~1 ? +1
|

| @ | |
T

T A4 T

I Iy

» Canal discreto equivalente
1
pln] = Ed[n] +6[n—1]+cdn—2]

* Se evaluaran varios valores de c:c = §,c=3,and c = 3

- En todos los casos, el retardo optimo es d = 1.
@ Puntos de la constelacion extendida generada por la IS]
- 1
Grafico con valores de o[n] = A[n] * p[n] = 5A[n} +An—1]+cAn-2]

_—
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Ejemplo-c =

4

Aln] An—1] A[n—2] | o[n]
+1 +1 +1 +7
+1 +1 —1 +2
+1 -1 +1 -1
+1 -1 —1 -2
—1 +1 +1 +3
—1 +1 1 +1
= = =

4

3
Yist = 7

+2

I

@ Los simbolos aun estan todos dentro de su regiéon de decisién

T o—
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Ejemplo-c =1

2
Aln] An—1] Aln-2] | oln]
+1 +1 +1 +2
+1 +1 —1 +1
+1 —1 +1 0
+1 =1 —1 =1
—1 +1 +1 +1
—1 +1 —1 0
—1 —1 +1 =1
=1 —1 —1 =2
o An—1]=+1 _
o Aln—1]=-1 st = 1
° 1 ® 1 L d 1 ® °
- ‘ (3 ‘ ° ‘ o =
-2 -1 0 +1 +2
= I

@ Algunos simbolos llegan al limite de la regién de decision

T o—
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Ejemplo-c =3

4
Aln] An—1] Aln—2] | oln]
+1 +1 +1 +7
+1 +1 —1 +3
+1 —1 +1 +1
+1 -1 —1 -2
—1 +1 +1 +3
— +1 —1 -1
=] -1 +1 —3
-1 -1 —1 -7

5
VISt = 3

+2

Iy

@ Algunos puntos estan fuera de la regién de decision

T o—
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Redefinicion de las regiones de decision

@ Se redefinen las regiones de decision teniendo en cuenta la
constelacion extendida generada por la ISI
o An—1]=+I
o An—1]=-1 Yist = 3

I_ I

RE-DEFINICION El)E REGIONlES DE DECISION

I |1+1 1 ! I

@ La definicion de las nuevas regiones depende de
» Valores de la constelacion extendida
» Varianza de ruido
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Redefinicion de las regiones de decision

@ El diseno de las regiones de decision depende de:
» Probabilidad con la que se transmite cada simbolo p4(a;)
» Distribuciones condicionales de la observacion para cada
simbolo f;4 (qla:)
@ Reglas de diseno: g, € I; si para todo j # i
» Caso general: criterio Maximum A Posteriori (MAP)

palai) fg1a(@olai) > pa(a;) fy14(qola;)

» Simbolos equiprobables (p(a;) = 1/M): criterio de maxima
verosimilitud (ML)

Taia(qolai) > fg1a(qola))

* Con ruido gausiano y o[n] = Aln — dJ: criterio de minima
distancia euclidea

d(q,a;) < d(qy,a))

—
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Distribuciones condicionales f;4(¢|a;) con ruido gausiano

Distribucién condicional para A[n — 1] = —1

fantal =1 = 5 (<3 5) 4 40 (-3.%) + 1 (<1 8) 4 40 (+1.)

-2 —1 0 +1 +2

Distribucién condicional para A[n — 1] = +1

el + 0 = 3 (42,5) 20 (3. 4 4 (+3,2) 20 (-1 2)
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Distribuciones condicionales f;4(¢|a;) con ruido gausiano (ll)

Distribucién condicional para A[n — 1] = —1

el D= I (<3 ) + 3 (3,) 4 2 (23,5) + v (+1,2)

-2 —1 0 +1 +2

Distribucién condicional para A[n — 1] = +1

el + 0 = 3 (42,5) 20 (3. 4 4 (+3,2) 20 (-1 2)
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Distribuciones condicionales f; 4 (¢g|a;) con ruido gausiano (lll)

Ejemplo para varianza de ruido relativamente baja

Sl

ANY3 AN
7|\ 4
I | I Ip

v

A
N

Ejemplo para varianza de ruido relativamente alta

A
N
~

I,] I+l

v | 5130 (O
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Relacion SNR alta (bajo ruido) : aproximacion para las
regiones de decision

@ Bajo SNR alta (varianza de ruido baja) el diseno de las
nuevas regiones de decision basado en un criterio de
minima distancia de la observacion con respecto a
cualquier punto de la constelacion extendida (asignando
ese valor de observacién a la region de decisién del
simbolo que genera dicho punto) es una aproximacion
razonable

@ Cuando la SNR disminuye (la varianza de ruido aumenta),
en general las nuevas regiones de decision tienden a las
regiones originales disenadas sin considerar la ISI

_—
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Deteccion de secuencias de maxima verosimilitud (MLSD)
@ Deteccion optima bajo ISI: MLSD

@ Secuencia a detectar: L simbolos (M* posibles secuencias)
(4 = lafol,AQ1), - Al - 1)

@ Estadistico suficiente para la deteccion: N, = K, + L observaciones
(4= 1410} al1], -+ alN, — 1], Ny=K,+1]

4[0] =p[0] A[0] + p[1] +r[2] + o0 plKp) + 2[0]
q[1] =p[0] A[1] + p[1] A[0] + p[2] -+ plKp] + 2[1]
q[L + K, — 1] =p[0] +p[1] N
+plKp — 1] +plKp] A[L — 1] + 2L + K, — 1]

@ Information adicional que es necesaria:
» Canal conocido con memoria K, (K, + 1 coeficientes)

(p = lploL.pl1], - .2l
» Los K, simbolos anteriores y los K, posteriores
(A= 1AE2L, - AKo ]y AL AL+ 1, AL+ K, — 1])

*  Cabecera ciclica de K, simbolos entre bloques de L simbolos de informacion

_—
veom | 52 [@OBB] 1 rcelino Lzaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Deteccion bajo ISI 27/146



Secuencia de maxima verosimilitud

@ M" posibles secuencias
[A,. = [A,0L, A1), AL—1]]",i=0,1,--- M — 1}

» Salida sin ruido generada por cada secuencia
N
oiln] = Ain] # pln) =y " p[k] Ailn — K]
k=0

* Se conoce si A;[n] y p[n] son conocidos!!!
@ Secuencia con la maxima verosimilitud:
» Secuencia

A=A = A0, A1), AL — 1))
gue cumple la siguiente condicion
Faa @A) = fyalaldy), =01, M" — 1, ¥ #i.
ucsm | Sariosi [@oEle
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Estimacion de la secuencia de maxima verosimilitud
@ Distribucién condicional para cada observacion: g[n] = o;[n] + z[n]

[fq[nﬂA(q[n“Ai) =N (oiln], 07) = \/%a eXP{ 202 |q[n] — [”Hz}}

> Independencia condicional: £, 1,4 (¢[n]|a;) indep. de f, (14 (g[n]lar) Yk # i
@ Verosimilitud para la secuencia de informacion A;

Ny—1

Tq1a(qlA:) H Jainja(g[n]|a:)

1 Ng—1
Jaia(gla:) = W XPY 75, 2 Z |q[n]

@ Secuencia mas verosimil (secuencia ML)

Ny,—1 K,

A= argmm Z lg[n] — o;[n]|*, con oi[n] = Zp[k] Ailn — K|
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Deteccion de secuencia ML - Resumen

@ Secuencia a detectar: L simbolos (M* posibles soluciones)
(4= a1, -4l 1))

@ Estadistico suficiente: L 4 K, observaciones
(a=lglo).lt). - alN, — 1], N,=L+K,]
@ Information adicional: canal y K, simbolos anteriores y K, posteriores
(0 = 0] p01), - oI
(A1-1),41-2), - A-K)y AILLAL + 1), AL+ K, — 1]

@ Secuencia mas verosimil

A= argmin 3 [qln] — o/
n=0
A= (A0l AL AL =1 yoln) = 3 pl Aln - 4

_—
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Ejemplo: 2-PAM K, =1,L =4

@ Constelacion de simbolos: A[n] € {1}
@ Canal:pln] =68n] +0,568n—1], K, =1

@ Secuencia a estimar: [A = [A[O],A[l},A[Z],AB]]] L=4

@ Estadistico para la decisién (L + K,): [ = [4[0], q[1], q[2], q[3], q[4]]]

[q[_l] = A[-1] 40,5 A[-2] +z[—1]J

q[0] =A[0] 4+ 0,5 A[—1] + z[0]
q[1] =A[1] + 0,5 A[0] + Z[l]
q[2] =A[2] + 0,5 A[1] + z[2]
q[3] =A[3] + 0,5 A[2] + z[3]
q[4] =A[4] + 0,5 A[3] + z[4]

[q[S] = A[5] + 0,5 A[4] + 2[5}]

@ Premisa: Se conoce el valorde [A[—1] = A[4] = +1

@ Problema: decidir la secuencia de 4 simbolos cuando la observacion es
(gl0) = +0.5 q1) = —0.4 42] = +0,1 g[3] = —1,7 gl4] = +0.3]
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Deteccion por fuerza bruta: comparacion de ¢[n] con o[n]

ql0]  4q[1]  q[2] 48]  q[4]
+0,5 —-04 +0,1 —1,7 +0,3

Ng—1
ofr] = An] + %A[n — 1], Métrica Verosimilitud = 3" [g[n] — ofn]|’
n=0
Al0]  A[l]  A[2]  A[3] 0[0] o[1] 0[2] o[3] ol4] Métrica verosimilitud
1 +1  +1  +1 || +1,5 +1,5 +15 +1,5 +I,5 18,25
—1 +1 +1 +1 -0,5 40,5 +1,5 +1,5 +1,5 15,45
+1 =1 41 41 || +1,5 =05 +05 +1,5 +I1,5 12,85
—1 —1 +1 +1 -0,5 —-15 40,5 41,5 41,5 14,05
+1 41 =1 41 || +1,5 41,5 =05 +05 +I1,5 11,25
-1 41 -1 41 || =05 +05 -05 40,5 15 8,45
+1 -1 =1 41 || +1,5 =05 -—15 405 +I1,5 9,85
-1 -1 -1 41| =05 -15 -15 405 +15 11,05
+1 41 41 =1 || +1,5 +1,5 +15 -05 40,5 8,05
-1 41 +1 -1 =05 +05 +1,5 =05 —+05 5,25
+1 —1 +1 —1 +5 -0,5 +0,5 -0,5 +0,;5 2,65
-1 =1 41 -1 -05 -1,5 405 —0,5 40,5 3,85
+1 41 -1 =1 || +1,5 41,5 -05 -1,5 40,5 5,05
-1 41 -1 -1 =05 405 —-05 —1,5 405 2,25
+1 -1 -1 -1 +1,5 =05 -15 -1,5 40,5 3,65
-1 -1 -1 -1 -05 -15 -15 —1,5 +05 4,85
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Deteccion por fuerza bruta: comparacion de ¢[n] con o[n]

ql0]  4q[1]  q[2] 48]  q[4]
—04 —14 +0,6 —04 +04
1 Ng—1
of] = Aln] + SAln — 1], Métrica Verosimilitud = S 4lnl — ol
n=0
Al0]  A[l]  A[2]  A[3] 0[0] o[1] 0[2] o[3] ol4] Métrica verosimilitud
+1  +1  +1  +1 || 1,5 +15 +1,5 +15 =15 17,65
1 41 41 41 || =05 405 415 +1,5 +15 9,25
+1 -1 41 41 || +1,5 =05 40,5 415 +15 9,25
-1 -1 41 41 || =05 —15 40,5 +15 +1,5 4,85
+1 41 -1 41 || 41,5 +1,5 —05 405 415 15,25
-1 +1 -1 +1 || =05 405 —05 +05 +1,5 6,85
+1 =1 =1 41 || 41,5 =05 —15 405 +15 10,85
-1 -1 -1 +1 || =05 —-15 —15 +05 +1,5 6,45
+1 41 41 =1 || +1,5 +1,5 +15 —05 405 12,85
-1 41 41 -1 || =05 405 +1,5 —05 40,5 4,45
+1 -1 41 =1 || +1,5 —-05 405 —05 405 4,45
-1 -1 41 -1 |[ =05 -15 405 —05 +0,5 0,05
+1 41 -1 =1 | +1,5 +1,5 —05 —15 405 14,45
-1 41 -1 -1 | =05 405 —05 —15 +0,5 6,05
+1 -1 -1 -1 | +1,5 —-05 —-1,5 —15 405 10,05
-1 -1 -1 —1|[-05 —-15 —-15 =—15 +05 5,65

v | 5130 [0

Marcelino Lazaro, 2023

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

Deteccion bajo IS 33/146



Ejemplo: 2-PAM K, =2, L =4

@ Constelacion: 2-PAM (BPSK): A[n] € {1}
@ Canal: p[n] = 6[n] +0,55[n — 1] + 0,25 5[n — 2], K, = 2

@ Secuencia a estimar: [A = [A[O],A[l},A[Z],A[B]]] ,L=4

@ Estadistico para decision (L + K,): [q = [q[0], q[1], ¢[2], 413, al4], q[5]]]

[qH} = A[=1] + 0,5 A[=2] + 0,25 A[-3] + 2[71]}

q[0] =A[0] + 0,5 A[—1] 4 0,25 A[—2] + 2[0]
gl1] =A[1] + 0,5 A0] + 0,25 A[ 1] 4 £[1]
al2] =A[2] + 0,5 A[1] + 0,25 A[0] + z[2]
q[3] =A[3] + 0,5 A[2] + 0,25 A[1] + z[3]
ql4] =A[4] + 0,5 A[3] + 0,25 A[2] + z[4]
ql5] =A[5] + 0,5 A[4] + 0,25 A[3] + z[4]

[q[()] — A[6] + 0,5 A[5] + 0,25 A[4] + z[s]]

@ Premisa: [A[fl] =A[-2] = +1 and A[4] = A[5] = +I] conocidos

@ Problema: decidir la secuencia ML cuando la observacion es
[q[O] = 024 q[1] = —1,15 g[2] = —1,75 q[3] = +0,26 q[4] = +1,27 4[5] = +1,55]

nnnnnnnnn
v | €51t [@OORR parcelino Lazaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Deteccion bajo IS 34/146



Deteccion por fuerza bruta: comparacion de ¢[n] con o[n]

q[0] q(1] q[2] q[3] ql4] q[5]
—024 —1,15 —1,75 40,26 +127 +1,55

Ng—1
1 1 - . .
ofn] = Aln] + JAln — 1]+ JAln 2], Métrica Verosimilitud = X::O |g[n] — oln]?

A0] AN AR]  AD] || o] o] o]  oB] o[ o[ || Métrica V.
F1 +1  +1 41 || 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 || 27.1106
~1  +1 41 +1 || -025 075 125 175 175 1.75| 15.1006
+1 =1 41 41 || 175 -025 075 125 175 175 | 12.2706
~1 -1 41 +1 || -025 -125 025 125 175 1.75| 5.2606
+1 41 -1 41 || 175 175 025 075 125 1.75 | 14.9006
—1 41 -1 +1 ||-025 075 -075 075 125 1.75 | 4.8906
41 -1 -1 +1 || 175 -025 -125 025 125 1.75| 5.0606
—1 -1 -1 +1 ||-025 -125 -1.75 025 125 1.75| 0.0506
41 +1 41 -1 || 175 175 175 -025 075 1.25 | 252406
~1 41 41 -1 | -025 075 125 -025 075 1.25 | 13.2306
41 -1 41 -1 || 175 -025 075 -075 075 1.25 || 12.4006
~1 -1 41 -1 | -025 -125 025 -075 075 125 | 5.3906
41 +1 -1 -1 || 175 175 -025 -125 025 1.25| 18.0306
1 +1 -1 -1 -025 075 -075 -125 025 125| 8.0206
41 -1 -1 -1 || 175 -025 -125 -1.75 025 1.25| 10.1906
1 -1 -1 -1 || -025 -125 -1.75 -1.75 025 125 | 5.1806

e
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Deteccion por fuerza bruta: comparacion de ¢[n] con o[n]

4[0] q[1] q(2] q(3] q[4] q[5]
1155 015 1085 1127 +165 4145
| | Ng—1
. - 2
o[n] = Aln] + 2A[n 1]+ 4_A[n 2], Métrica Verosimilitud = ; |ln) — ofn]]|
Al0]  AQl] A2l  A[3] 0[0] o[1] 0[2] o[3] o[4  o[f] Métrica V.
+1 +1 +1 +1 1.75 1.75 1.75 1.75 175 1.75 4.7904
—1 +1 +1 +1 -0.25 0.75 1.25 1.75 1.75 1.75 4.5404
+1 =1 +1 +1 1.75 -025 0.75 125 175 1.75 0.1604
—1 —1 +1 +1 -025 -125 0.25 125 175 1.75 4.9104
+1 +1 —1 +1 1.75 1756 -025 075 125 1.75 5.3804
—1 +1 —1 +1 -025 075 -075 075 125 1.75 7.1304
+1 —1 —1 +1 1.75 -025 -125 025 125 1.75 5.7504
—1 —1 —1 +1 -025 -125 -175 025 125 1.75 12.5004
+1 +1 +1 —1 1.75 1.75 1.75 -025 0.75 1.25 7.6204
—1 +1 +1 —1 -0.25 0.75 125 -025 075 1.25 7.3704
+1 -1 41 -1 1.75 -025 075 -075 0.75 1.25 4.9904
-1 —1 +1 -1 -025 -125 025 -075 075 125 9.7404
+1 +1 —1 —1 1.75 1.75 -025 -125 025 1.25 13.2104
—1 +1 —1 —1 -025 075 -075 -125 025 1.25 14.9604
+1 -1 —1 —1 1.75 -025 -125 -1.75 025 125 15.5804
—1 —1 —1 —1 -025 -125 -1.75 -175 025 1.25 22.3304

e
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Estima eficiente - Definicion de estado del sistema ¢[n]

@ El céalculo de la verosimilitud para cada posible secuencia es ineficiente
@ La salida sin ruido es una maquina de estados finitos

@ Definicion de estado en el instante discreto n
Conjunto de K,, simbolos previos (pasado) que contribuyen en o[n]

(00 = Ak~ 11,41~ 2]+ A~ K

Nlmero de posibles estados es MX»
@ Dependencias

_—
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Diagrama de estados / de rejilla
Representacion de la evolucién del estado del sistema bajo ISI

(0l = Al — 1], 4l 2], - Aln — K, + 1],Aln — K,]]")

@M+H:MMAM—HAM—QW-AM—&+Hﬁ

@ El diagrama depende de dos parametros

> La constelacion transmitida
> El canal discreto equivalente p|n]

@ Hay M*» posibles estados

@ M flechas salen de (y llegan a) cada estado
> Cada flecha esta etiquetada con la siguiente etiqueta doble

Etiqueta : A[n] | o[n] [Diagrama | Al Pln + lﬂ
*  Aln]: valor del simbolo actual que fuerza la transicién
* o[n]: salida sin ruido que se genera en ese caso
» Flechas que salen de un estado: una por cada posible valor de A[n]
» Flechas que llegan a un estado: todas con el mismo valor de A[n]

_—
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Diagrama de estados - Ejemplo A
@ Diagrama para A[n] € {£1}y p[n] = §[n] + 16[n — 1]
» Estadosennyenn+1
Y =An—1], ¥n+1]=A[n]

» Salida sin ruido

+1]0,5

nnnnnnnnn
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Diagrama de estados - Ejemplo B

@ A[n] € {£1}, p[n] = 8[n] + 16[n — 1] + 16[n — 2]

> oln] = A[n] + 3A[n — 1] + JA[n — 2]
> Y[n] = [Aln —1],A[n = 2]]", ¢[n + 1] = [A[n], A[n — 1]]7

+1]1,75

—1]—1,25 +1]1,25

+1[0,25

nnnnnnnnn
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Diagrama de rejilla - Ejemplo A
@ Representa la evolucion del estado a lo largo del tiempo

o] L i+ 1]

@ Ejemplo: A[n] € {£1}, p[n] = 6[n] + 15[n — 1]
» Definicién de estado: ¢[n] = Aln — 1]
» Transicion entre estados: ¢[n] = A[n — 1] — ¢[n + 1] = A[n]
» Etiquetas: A[n]|o[n], siendo o[n] = A[n] * p[n] = A[n] + $A[n — 1]

win) = Afn— 1] i 1) = Ay

AW [Ap =1 op
T R pa W

—1 +1 -0,5
+1 -1 +0,5
—1 -1 -1,5

o[n] = A[n] + %A[n —1]

nnnnnnnnn
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Diagrama de rejilla - Ejemplo B

2-PAM and p[n] = 6[n] + 36[n — 1] + 6[n — 2] (K, = 2)
wln] = [Afn — 1], A — 2] 8 pn 4 1) = (A, Al — 1]

oln] = Aln] + A[n — 1] + 1A[n — 2]

+1| + 1,75

4 Y
Al [ An—1] [Ani—2] | o]
+1 +1 +1 +1,75
—1 +1 +1 —0,25
+1 —1 1| 10,75
—1 —1 TRl —1,25
T T 1| +1,35
—1 +1 —1 —0,75
T —1 1 | 105
—1 —1 —1 —1,75

~——
A\ J
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Diagrama de rejilla - Representacion de una secuencia

n |0 1 2 3

Ejemplo, 2-PAM : A[n]\—l I —

@ Una secuencia se puede representar como un camino a

través de la rejilla .
» Ejemplo para L = 4 (Canal del Ejemplo A)

» Cabecera periodica: A[—1] = +1, A[4] = +1
» Estado inicial: 4[0] = +1 / Estado final: ¢[5] = +1

P[0] = +1 Yl = -1 P2 =+1 Y3 =1 P4l = -1 P[5] = +1
Af0] = —1 All] = +1 A2 = —1 AB] = —1

Yn] = +1

Yhl=-1 @ °
ol0) =05 o[l =405 o2]=-05 o[3]=—-1,5 ofd] =+0,5

nnnnnnnnn
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Diagrama de rejilla - Representacion de una secuencia (ll)

0o 1 2 3
An] | -1 +1 -1 -1

Ejemplo, 2-PAM :

@ Una secuencia se puede representar como un camino a través de la
rejilla
> Ejemplo para L = 4 (Channel of Example B)
» Cabecera periddica: A[—2] = A[—1] = +1, A[4] = A[5] = +1
» Estado inicial: ¢[0] = +1 / Estado final: ¥[6] = +1

Yo = [—1 —1] =[+1,-1] Py = [—1 +1] = [+1,+1]
All] = +1 AR = —1 ABl = —1 =41

\\‘ /"/
™
« N >/

Yo

¥[0] Y[1] ¥[2] ¥[3] »[4] ¥[5] (6]
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Deteccion por fuerza bruta: comparacion de ¢[n] con o[n]

ql0]  4q[1]  q[2] 48]  q[4]
+0,5 —-04 +0,1 —1,7 +0,3

Ng—1
ofr] = An] + %A[n — 1], Métrica Verosimilitud = 3" [g[n] — ofn]|’
n=0
Al0]  A[l]  A[2]  A[3] 0[0] o[1] 0[2] o[3] ol4] Métrica verosimilitud
1 +1  +1  +1 || +1,5 +1,5 +15 +1,5 +I,5 18,25
—1 +1 +1 +1 -0,5 40,5 +1,5 +1,5 +1,5 15,45
+1 =1 41 41 || +1,5 =05 +05 +1,5 +I1,5 12,85
—1 —1 +1 +1 -0,5 —-15 40,5 41,5 41,5 14,05
+1 41 =1 41 || +1,5 41,5 =05 +05 +I1,5 11,25
-1 41 -1 41 || =05 +05 -05 40,5 15 8,45
+1 -1 =1 41 || +1,5 =05 -—15 405 +I1,5 9,85
-1 -1 -1 41| =05 -15 -15 405 +15 11,05
+1 41 41 =1 || +1,5 +1,5 +15 -05 40,5 8,05
-1 41 +1 -1 =05 +05 +1,5 =05 —+05 5,25
+1 —1 +1 —1 +5 -0,5 +0,5 -0,5 +0,;5 2,65
-1 =1 41 -1 -05 -1,5 405 —0,5 40,5 3,85
+1 41 -1 =1 || +1,5 41,5 -05 -1,5 40,5 5,05
-1 41 -1 -1 =05 405 —-05 —1,5 405 2,25
+1 -1 -1 -1 +1,5 =05 -15 -1,5 40,5 3,65
-1 -1 -1 -1 -05 -15 -15 —1,5 +05 4,85
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Deteccion de secuencias ML usando la rejilla

. s s 2
@ Secuencia mas verosimil

R N+L—1 N
A = arg min ZO qln) — gp[k]ai[n —
o -

oifn]
» Nuevas etiquetas en la rejilla - métrica de rama |¢[n] — o;[n]|*
» Verosimilitud para una secuencia: suma de las métricas de rama
de su camino a través de la rejilla

1 3,61 1,96 10,24 1,44

+1

1,21 2,56 0,04
q[0] = +05 ¢[1] = -04 ¢[2] =+0,1 ¢[3]=-17 q[4] =+0.3

Marcelino Lzaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Deteccion bajo IS 46/146




Deteccion de secuencias ML usando la rejilla

. s s 2
@ Secuencia mas verosimil

R N+L—1 N
A = arg min ZO qln) — gp[k]ai[n —
o -

0i[n]
» Nuevas etiquetas en la rejilla - métrica de rama |¢[n] — o;[n]|*
» Verosimilitud para una secuencia: suma de las métricas de rama
de su camino a través de la rejilla

1 3,61 1,96 10,24 1,44

+1

2,25

1,21 2,56 0,04
q[0] = +05 ¢[1] = -04 ¢[2] =+0,1 ¢[3]=-17 q[4] =+0.3
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Obtencion de la secuencia ML - Algoritmo de Viterbi

@ Evaluacion de la métrica de verosimilitud para las M* posibles
secuencias para obtener la secuencia ML
» Analiticamente, o mediante la métrica de camino de M caminos a
través de L + K, transiciones en la rejilla
» Computacionalmente costoso

@ Obtencion eficiente de la secuencia ML - Algoritmo de Viterbi
» Calculo eficiente del camino mas corto a través de una rejilla

@ Principios basicos del algoritmo

» Una rejilla consta de una serie de nodos (estados en nuestro
problema) y ramas uniendo nodos
Un camino consiste en una secuencia conexa de ramas
Métrica de rama: define la métrica asociada a cada rama
Métrica de camino: suma de las métricas de rama del camino
Camino superviviente para un nodo: el camino que llega al nodo
con la menor métrica
» Meétrica acumulada de un nodo: métrica de su camino

superviviente

vy v vy

_—
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

10 Km

7 Km 8 Km

6 Km

@ Objetivo: encontrar el camino mas corto a través de una
rejilla
@ Un ejemplo para estas métricas de rama
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

®

5Km

7 Km ‘

7 Km

@ Primer paso

» Calculo de métricas de rama que abren la rejilla
» Métrica acumulada de cada nodo se resalta con el recuadro

—
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

ok

5Km 5Km

7 Km 8 Km

7 Km 6 Km

@ Segundo paso
» Calculo de los caminos supervivientes (en negro) para cada
nodo en la siguiente etapa

* Nodo superior: + 3 Km es menor que + 10 Km
* Nodo inferior: + 5 Km es menor que +6 Km

—
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

ok

7 Km 6 Km

@ Tercer paso

» Calculo del camino superviviente en la Ultima etapa (en
negro)

* +5Kmesmenorque+8Km

—
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

ok

7 Km 6 Km

@ Cuarto paso
» Volver hacia atras a través del camino superviviente

* |dentificacion del Unico camino superviviente (en negro)
* Se eliminan los enlaces que enlazaban caminos no
supervivientes (rojo)
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Algoritmo de Viterbi - Un ejemplo sencillo

7 Km 6 Km 10 Km

@ Resultado final
» Se ha identificado el camino mas corto

—
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Identificacion parcial del camino mas corto

10 Km

7 Km 8 Km

6 Km

@ En el ejemplo anterior, la identificacién de cada rama del
camino superviviente requiere llegar al nodo final
» El camino parcial puede ser identificado antes bajo ciertas
condiciones
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Identificacion parcial del camino mas corto

®

5Km

7 Km ‘

7 Km

@ Primer paso
» Calculo de las métricas para abrir la rejilla

_—
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Identificacion parcial del camino mas corto

ok

5Km 5Km

7 Km 8 Km

7 Km 6 Km

@ Segundo paso
» Calculo de los caminos supervivientes (en negro) para cada
nodo en la siguiente etapa

* Upper node: + 3 Km es menor que +10 Km
* Lower node: + 6 Km es menor que +9 Km

_—
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Identificacion parcial del camino mas corto

5Km

. 8 Km
6 Km

@ Los caminos supervivientes al llegar a esta etapa se han
fundido en la etapa anterior (el nodo inferior, con métrica

|7 Km)

» Se sabe cudl es la primera rama del camino mas corto !!!
» Se conoce sin necesidad de procesar la ultima etapa

—
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Viterbi aplicado a un receptor con ISI - Ejemplo

@ Ejemplo anterior con los siguientes parametros
» Canal discreto equivalente de memoria K, = 1
» Secuencia a decodificar de longitud L = 4 simbolos
A0}, A[1], A2], A[3]

» Cabecera ciclica de K, simbolos para determinar estado inicial
(¥[0]) y final (Y[K, + L])

Cabecera A[—1] = A[L] = +1 — ¢[0] = +1,9[5] = +1

» Métricas de rama resultantes para la observacion (|g[n] — o[n]|?)

* Se procesan L + K, transiciones (observaciones)
1 3,61 1,96 10,24 1,44

+1

121 256 0,04

N
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Viterbi aplicado a un receptor con ISl - Ejemplo (ll)
1 3,61 1,96 10,24 1,44

+1

121 2,56 0,04

@ Aplicacion: caminos supervivientes y métricas acumuladas en cada

estado
4,61 3,77 11,41 8,45

[ ]
2,61 -

_ 221 357 -
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Viterbi aplicado a un receptor con ISl - Ejemplo (lll)

4,61 3,77 11,41 8,45

@ Para cada estado, se resalta la métrica de su camino
superviviente
@ El camino asociado a la secuencia de maxima verosimilitud se
resalta en rojo
» Este camino esta asociado a la siguiente secuencia transmitida

(410 = —1, A[) = +1, A = —1, Aj3) = -1

_—
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Algoritmo de Viterbi truncado

@ Para asegurar la decodificacion de L simbolos de datos
» Estados inicial y final conocidos
* Cabecera ciclida de K, simbolos conocidos entre L simbolos
de datos (define estado inicial y final)
* Procesado de L + K, transiciones de la rejilla para
decodificar L simbolos de datos
* Restricciones de memoria y de retardo
@ Decisién de A[n| antes de procesar L + K, observaciones
requiere la fusién de los caminos supervivientes en ¢[n + 1]
» Introduccion de un retraso arbitrario
» Necesidad de almacenamiento de informacion

@ Algoritmo truncado con profundidad de truncado d
» Tras procesar la observacion en el instante discreto n
(transicion de ¥[n] a ¥[n + 1] en la rejilla), se toma la
decision para el simbolo A[n — d|
* Eleccion del simbolo asociado al camino superviviente con
minima métrica acumulada
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Viterbi truncado - Ejemplo d = 2

4,61 3,77 11,41 8,45

@ Las métricas de los caminos supervivientes son iguales

@ La secuencia decidida puede no ser la mas verosimil
» Se producen discontinuidades sobre la rejilla

(Al0) = +1, A[) = +1, A = -1, A3 = 1]

_—
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Viterbi truncado - Ejemplo d = 1

4,61 3,77 11,41 8,45

@ Las métricas de los caminos supervivientes son iguales

@ La secuencia decidida puede no ser la mas verosimil
» Se producen discontinuidades sobre la rejilla

(A[O] =41, A[l] = -1, A[2] = -1, A[3] = —1}

_—
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Viterbi truncado - Ejemplo d = 0
4,61 3,77 11,41 8,45

@ Las métricas de los caminos supervivientes son iguales

@ La secuencia decidida puede no ser la mas verosimil
» Se producen discontinuidades sobre la rejilla

(A[O] =41, A[l] = -1, A[2] = +1, A[3] = — J

NOTA: Para A[0] se puede tomar cualquier decision (eleccion aleatoria)

_—
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Deteccion de una secuencia de L simbolos

@ Canal discreto equivalente con memoria K,
» Se procesan K, + L observaciones
* K, + L transiciones en la rejilla
» Se envia una cabecera ciclica de K, simbolos
* Determina el estado inicial
* Determina el estado final

@ Ejemploparak,=1,L=5y2-PAM A[n] € {£1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera:[+1]

* Estado inicial y final: ¢[0] = ¥[K, + L] = +1
o = —1 P = +1

Yo
(0] p1] (2] (3] (4] 5] 6]

_—
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Deteccion de una secuencia de L simbolos

@ Ejemploparak, =2,L =5y 2-PAM A[n] € {£1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera: [+1, +1]
A[-2] = A[—1] = A[5] = A[6] = +1
* Estado inicial y final: ¢[0] = ¥[K, + L] = [+1,+1] = 93

1/’02[*17*” P :[+1771] w2:[717+1] ¢3=[+1;+1}
Al0] =47 All] =47 Al2] =47 A[3] =47 Al4] =47 Al5] = +1 Al6] = +1

(0] w (1] ¥[2] ¥[3] ¥[4] ¥[3] ¥[6] ¥[7]

_—
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Deteccion de una secuencia de L simbolos

@ Ejemploparak, =2,L =5y 2-PAM A[n] € {£1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera: [+1, —1]
A[=2] = +1, = A[-1] = —1, A[5] = +1, A[6] = —1
* Estado inicial y final: ¢[0] = ¥ [K, + L] = [-1,+1] = ¢

o = [7177” P = [+17 71] Py = [7174’1] Y3 = [+17+”

" A0] =¢? All] =¢? Al2] =47 A[3] =47 Al4] =47 Al5] = +1 Al6] = —1
3 (

RN >
RN ~.
" N . . .

(0] ¥[1] ¥[2] ¥[3] P[4] ¥[3] ¥[6] ¥[7]

_—
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Deteccion de una secuencia de L simbolos

@ Ejemploparak, =2,L =5y 2-PAM A[n] € {£1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera: [—1, +1]
A[-2] = -1, = A[-1] = +1, A[5] = —1, A[6] = +1
» Estado inicial y final: ¢[0] = ¢¥[K, + L] = [+1, —1] = ¢4

o = [7177” P = [+17 71] Py = [7174’1] Y3 = [+17+”

" Al0] =47 All] =47 Al2] =47 A[3] =47 Al4] =47 Al5] = —1 Al6] = +1
3 .

n AN
w N

(0] w (1] ¥[2] ¥[3] P[4] ¥[3] ¥[6] ¥[7]

_—
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Deteccion de una secuencia de L simbolos

@ Ejemploparak, =2,L =5y 2-PAM A[n] € {£1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera: [—1, —1]
A[-2] = A[-1] = A[5] = Al6] = —1
* Estado inicial y final: ¢[0] = ¢¥[K, + L] = [-1, —1] = ¢y

o = [7177” P = [+17 71] Py = [7174’1] Y3 = [+17+”

" A0] =¢? All] =¢? Al2] =47 A3] =47 Al4] =47 Al5] = —1 Al6] = —1
3 f f

: L N
N

\.

N\
AN

(0] ¥[1] ¥[2] ¥[3] ¥[4] ¥[3] ¥[6] ¥[7]
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Deteccion de una secuencia de L simbolos
@ Ejemploparak, =3,L =5y 2-PAM A[n] € {1}
Secuencia A[0], A[1],A[2],A[3], A[4]
» Cabecera: [+1,+1,+1]

* Estado inicial y final: ¢[0] = ¢[K, + L] = [+1,+1,+1] = 47

¢4:[_17_17+1] w5:[+17_17+1] ’IZJ6:[—1,+1,+1] ¢7:[+1,+1,+1]
Yo =[-1,-1,-1] ¢r=[+L,-1L—1] ¢p=[-1L+1,-1] +3=[+1,+1,-1]
Al0] =47 All] =47 Al2] =47 A[3] =47 Al4] =47 A[5] = +1  Al6] = +1 A[7] = +1

TS

Y6 \
.
Ps \ N

> / /
N NN /
v ‘ \\;T\\\\ \(%>>;>/\\>//
¥3 J N \
P2 / \\\ X< X

" \ SN

Yo >
) T [1] (2] %[3] p[4] 5] (6] 7] »[8]
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Rejilla para M = 4 en canal con memoria K, = 2

Aln] Aln — 1] Aln — 2] o[n] Aln] Aln — 1] Aln — 2] o[n]

+3  +3 +3 ag +3  +3 —1 iy [+3, +3]

143 +3 a S+ 43 -1 i

—1 43 +3 a —1 43 —1 i [+1,+3]

—3 43 +3 a3 -3 43 —1 i3

3+ 3 Bo 3 +1 =1 Jo [—1,+3]

141 +3 by S+ 41 —1 i

—1 41 +3 by —1 41 —1 i [=3,+3]

—3 41 +3 by —3 41 —1 3

+3 -1 +3 o +3 =1 —1 ko [+3, +1]

+1 —1 +3 cy +1 —1 —1 ky

—1 -1 +3 & —1 -1 —1 ks [+1, +1]

-3 —1 +3 3 -3 -1 —1 ks

3 -3 3 dy 3 -3 =i T [—1,+1]
-3 +3 d fo=3 —1 I

-1 -3 +3 dy -1 -3 -1 I [=3,+1]

-3 -3 +3 dy -3 -3 —1 Iy

+3  +3 +1 2 +3  +3 -3 mg [+3, —1]
1 +3 —+1 el 1 +3 -3 my

-1 43 +1 e -1 43 -3 my [+1, —1]

-3 43 +1 e -3 43 -3 ms

+3 +1 +1 fo 3 FI =3 no [—1,—1]
o+l +1 i R =3 ny

—1 41 +1 f =1+l -3 ny [=3,—1]

—3 41 +1 7 —3 41 -3 ny

3 1 1 2 [ — =3 % [+3, =3]
1 —1 +1 21 1 —1 -3 0]

-1 -1 +1 o -1 =1 -3 0 [+1, =3]

-3 -1 +1 23 -3 -1 -3 03

3 -3 F1 ho 3 -3 =3 70 -1, =3]
-3 +1 Iy =3 -3 n

-1 =3 +1 hy -1 =3 -3 P2 [-3,-3]

-3 -3 +1 h3 -3 =3 -3 3
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Prestaciones - Suceso erroneo

@ Un camino a través de la rejilla representa una secuencia transmitida
> Se puede describir un camino (secuencia) mediante una secuencia de estados

Y= [¢[O]7¢[1]7¢[2L o }

@ Suceso erréneo: secuencia decidida distinta a la transmitida
> Representacion sobre la rejilla: dos caminos diferentes

e= (1, 1)

@ Un suceso erréneo tiene asociados dos parametros
> Longitud del suceso (¢(e))
» Numero de simbolos erréneos asociados, o peso del suceso (w(e))
@ Definicion de longitud del suceso ¢(e)
Numero de estados en que difieren ambos caminos: ejemplo, ¢(e) = ¢

> ] =fm]
> Ylm 1] =dm+ L+ 1]
> [n] # dln] param < n < m+ ¢
@ El nimero de errores del suceso, w(e), cumplird 1 < w(e) < ¢

Universid

»
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Probabilidad de que la secuencia detectada sea erronea

@ Aproximacion

Dmin/2

P{secuencia erronea} ~ k Q
{ } No/2

» D,.i.: distancia euclidea minima entre las salidas sin ruido
de dos secuencias distintas{o;[n], 0j[n]}, j # i

» k: maximo numero de secuencias cuyas salidas sin ruido
estan a distancia D,,;, de la salida sin ruido de una
secuencia dada

@ Cuando L crece, k crece, u por tanto la probabilidad de que
la secuencia detectada sea errénea tiende a infinito cuando
L tiende a infinito

T o—
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Probabilidad de error de simbolo (P,)

@ En general es mas util estimar la probabilidad de error de simbolo

(Pe = P{Al] # Aln]})

@ Definicion para deteccion de secuencias ML

{Pe _ % S wie) P{e}}

ec&

» P{e}: probabilidad de suceso erréneo e
» &: conjunto de todos los posibles sucesos erroneos

@ Probabilidad del suceso erroneo e = (v, {p)

(Ple} = P{dIy} Plv} ]

» Dificil de evaluar — Cotas y aproximaciones para P,

s | Eieised QOEE) ) ) o = . )
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Cotas y aproximacion para P,
@ Cotas para la probabilidad de error

min Dmin
bo(-—tm ) <p <kof-—Smm_
2/No/2 2v/No/2

» k, porcentaje de caminos en la rejilla que tienen asociado un
suceso errone a distancia D,,;,,. Siempre cumple k; < 1
» k; promedia el nUmero de errores producido por sucesos
erroneos a minima distancia k; = Z w(e) P{y}
e€Emin

Dmin
Pe ~ kO Q —_—
21/No/2

» ko: constante tal que k, < ky < k;

» Ambos k; y k, son independientes de la varianza de ruido
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@ Aproximacion for P,




Distancia euclidea minima respecto a la salida sin ruido de
una secuencia dada

@ Secuencia de referencia A = A;

2
Ng—1 K
Dipin(Ai) = min Z oiln] — Zp[k] Ajln — k]
it n=0 k=0
0jln]

@ Se puede encontrar a través de la rejilla (Viterbi)
> Métrica de rama: |o;[n] — o;[n]|*
» Referencia: o;[n]
» El algoritmo busca la secuencia con salida sin ruido a
minima distancia

_—
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Distancia minima D,,;,
@ Valor minimo de D,,;,(A;), parai =0,1,--- ;M- — 1

N—1| K, :
Dyin = min | > 1> " plk] (Ailn — K] — Ajln — k])
1Ry
2\ n=0 |k=0

i.e., la minima distancia entre salidas sin ruido producidas por dos
secuencias distintas

@ Si el diagrama de rejilla es simétrico
» Célculo respecto a una unica secuencia
Ky
@ En general, D,;, depende del término |> " plk] (Ailn — k] — Ajln — k)
k=0
» Salida sin ruido si se transmite una secuencia &[n] = A;[n] — Aj[n]

@ Rejilla definida sobre la constelacion de error
(&l = Adn] — A1)

> Referencia: secuencia de todo ceros (asociada a una deteccion sin errores)

_—
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Ejemplo A (L =4,K, =1)

wm|

ql0]  4q[1]  q[2] 48]  q[4]
+0,5 —-04 +0,1 —1,7 +0,3
1 Ng—1
of] = Aln] + SAln 1], Métrica de Verosimilitud = S 4lnl — ofnl
n=0
A0] A[] A[2] AQB] || o0] o[l] o2] oB] o4 || M. Verosimilitud
+1  +1  +1  +1 || +1,5 +1,5 +1,5 +1,5 +15 18,25
-1 41 41  +1 || =05 +05 +15 +15 415 15,45
+1 -1 41 41 || 41,5 =05 40,5 +1,5 +15 12,85
-1 =1 41 41 || =05 =15 405 41,5 +1,5 14,05
+1 41 -1 41 || 41,5 415 =05 405 +I15 11,25
-1 41 -1 41 || =05 405 —0,5 40,5 +1,5 8,45
+1 -1 -1 41 || 41,5 =05 =15 405 +I5 9,85
-1 -1 -1 41 || =05 —-15 —15 405 +I1,5 11,05
+1 41 +1 =1 || 41,5 415 415 —05 40,5 8,05
-1 41 41 -1 || =05 405 41,5 —05 40,5 5,25
+1 -1  +1 =1 || 41,5 =05 40,5 —05 40,5 2,65
-1 -1 +1 -1 | =05 =-15 405 =05 40,5 3,85
+1 41 -1 -1 || 41,5 +1,5 -05 —1,5 +0,5 5,05
-1 +1 -1 -1 -05 +05 -05 —15 =05 2,25
+1 -1 -1 -1 | 41,5 -05 -1,5 —1,5 +05 3,65
-1 -1 -1 =11 =05 -15 -15 -=15 405 4,85
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Ejemplo A - Calculo D,,;, por fuerza bruta

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 5 5 14 5 10 14 23 5 10 10 19 14 19 23 32
1 5 6 5 10 5 15 14 10 5 11 10 19 14 24 23
2 5 6 5 6 7 5 10 10 11 5 10 15 16 14 19
3 14 5 5 15 6 10 5 19 10 10 5 24 15 19 14
4 5 10 6 15 5 5 14 6 11 7 16 5 10 10 19
5 10 5 7 6 5 6 5 11 6 8 7 10 5 11 10
6 14 15 5 10 5 6 5 15 16 6 11 10 11 5 10
7 23 14 10 5 14 5 5 24 5 11 6 19 10 10 5
8 5 10 10 19 6 11 15 24 5 5 14 5 10 14 23
9 10 5 11 10 11 6 16 15 5 6 5 10 5 15 14
10 10 11 5 10 7 8 6 11 5 6 5 6 7 5 10
11 19 10 10 5 16 7 11 6 14 5 5 15 6 10 5
12 14 19 15 24 5 10 10 19 5 10 6 15 5 5 14
13 19 14 16 15 10 5 11 10 10 5 7 6 5 6 5
14 23 24 14 19 10 11 5 10 14 15 5 10 5 6 5
15 32 23 19 14 19 10 10 5 23 14 10 5 14 5 5
Ny—1
Valores de Y ~ |oi[n] — o;[n]|®
n=0

| Dyin(A0) = V3|

uc3m

Gl [0S0
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Calculo de D,,;,, usando la rejilla - Ejemplo A

+1]+ 1,5
Y1 = [+1] Cabecera define estado inicialffinal: [+1]

=1 =0 Secuencia de referencia: o, 1]
Dyin: métrica de rama

2
It |0ref[n] — oifn]|

P[n] =1/ =15 P+ 1] [+ 1,5 — (—0,5)]% = 4

[\ +1,5— (40,5)]> = 1] [\ +1,5— (=1,5)* = 9]

o = [—1]

Or[0] = +1,5  opr[ll = +1,5 _ opp[2l = +1,5  opf[B] = +1,5  opr[4] = +1,5

® ° ®

[+1]

¥[0] (1] ¥[2] ¥[3] ¥[4] (5]
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Rejilla sobre constelacion de error - Ejemplo

@ Constelacion de error para 2-PAM

&n] € {+2,0,-2}

@ Salidas sin ruido para p[n] = 6[n] + 1 6[n — 1]

1
og[n] = pln] x [n] = &[n] + 5 &ln —1]
@ Estados sobre la constelacion de errores

Yeln] = Eln — 1], Yeln + 1] = £[n]

a

€] Eln—1] | ocln +2 e s a=+2|+3
2 12 | 43 b b=+0| +1
+0 +2 +1 ¢ c=-2]-1
) +2 —1 d d=+42| 42
+2 +0 +2 0 e e=+40| +0
+0 +0 +0 . =-2| -2
2 40 -2 f

2 —2 +1 g g=+2| +1
) _2 -3 2 P Y i=-2 | -3

Yeln] i Yeln + 1]
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Ejemplo B (L =4, K, =2)

4[0] q(1] q(2] q(3] q[4] q[5]
—024 —1,15 —1,75 +026 +127 +1,55
Ny—1
1 1 o - 2
oln] = Aln] + SAln — 1]+ JAln — 2], Métrica de Verosimilitud = > aln] — ofn]|
n=0
Al0]  A[l]  A2]  A[3] 0[0] o[1] 0[2] o[3] ol4] o[5] M. Verosimilitud
+1 +1 +1 +1 1.75 1.75 1.75 1.75 175 1.75 27.1106
—1 +1 +1 +1 -0.25 0.75 1.25 1.75 1.75 1.75 15.1006
+1 —1 +1 +1 1.75 -0.25 0.75 1.25 1.75 1.75 12.2706
—1 —1 +1 +1 -0.25 -1.25 0.25 1.25 1.75 1.75 5.2606
+1 +1 —1 +1 1.75 1.75 -0.25 0.75 1.25 1.75 14.9006
-1 +1 —1 +1 -025 075 -0.75 075 125 1.75 4.8906
+1 -1 —1 +1 1.75 -025 -125 0.25 1.25 1.75 5.0606
—1 —1 —1 +1 -025 125 -1.75 025 125 1.75 0.0506
+1 +1 +1 —1 1.75 1.75 1.75 -0.25 075 1.25 25.2406
—1 +1 +1 —1 -0.25 0.75 125 -025 075 1.25 13.2306
+1 -1 +1 —1 1.75 -025 075 -0.75 075 125 12.4006
—1 —1 +1 —1 -025 -125 025 -0.75 0.75 1.25 5.3906
+1 +1 —1 —1 1.75 1.75 -025 -125 025 1.25 18.0306
—1 +1 —1 -1 -025 075 -075 -125 025 1.25 8.0206
+1 —1 —1 —1 1.75 -025 -125 -175 025 1.25 10.1906
—1 —1 —1 —1 -025 -125 -175 -175 025 125 5.1806
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Ejemplo B - Calculo de D,,;, por fuerza bruta

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 525 525 155 5025 12,5 15,5 27,5 5,25 10,5 12,5 22,75 155 22,75 27,75 40
1] 5,25 55 525 85 525 13,75 155 10,5 5025 12,75 12,5 18,75 155 26 21,75
2525 55 525 55 7.5 525 125 85 875 525 105 1375 16 155 22,75
30155 525 525 1375 55 85 525 1875 85 10,5 525 22 1375 18,75 15,5
41525 85 55 13,75 525 525 155 55 875 7,95 16 525 10,5 12,5 22,75
5125 525 7,95 55 5,25 55 525 12,75 55 10 7,95 10,5 525 12,75 12,5
6 | 155 13,75 525 85 525 5,5 525 13,75 12 55 875 85 875 525 10,5
7 127,75 15,5 12,5 525 155 5,25 525 26 13,75 12,75 5,5 18,75 85 10,5 5,25
8525 105 85 1875 55 12,75 13,75 26 525 525 15,5 525 12,5 15,5 27,75
9| 105 525 875 85 875 55 12 13,75 5,25 55 525 85 525 13,75 155
10| 12,5 12,75 525 10,5 7,75 10 5,5 12,35 525 5,5 525 55 7,95 525 12,5
122,75 12,5 10,5 525 16 7,795 8,75 55 155 525 525 13,75 5,5 85 525
12| 15,5 18,75 13,75 22 525 10,5 85 18,75 525 85 55 13,75 525 525 15,5
13 (22,75 155 16 13,75 10,5 525 875 85 12,5 525 7,95 5,5 5725 55 525
14(27,75 26 15,5 18,75 12,5 12,75 5,25 10,5 15,5 13,75 525 85 525 5,5 5,25
15| 40 27,75 22,75 155 22,75 12,5 10,5 525 27,75 155 12,5 525 155 525 525
Ny—1
2
Valores de E loi[n] — oj[n]]|
n=0
| DyinlA0) = v/5.25 |
D,in = /5,25
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Calculo de D,,;,, usando la rejilla - Ejemplo B

+1] 4 1,75

Y3 = [+1, +1] Cabecera: define estados inicial y final: [+1, +1]
—1 =02 Secuencia de referencia: o,.[n]
Yo = [—1,+1] Dyin: métrica de rama

|0ref[n] — oiln] |

P = [+1, 1]
[| +1,75 — (+1,25)> = 0,25][| +1,75 — (+0,25)|> = 2,25]
Py = [—1, —1] | 41,75 — (=0,75)|*> = 6,25][\ +1,75 — (=1,75)]> = 12,25]
¥[n] “H=LT gt
0per [0] = +1,75 0pr[1] = +1,75 0y [2] = +1,75 0,57 [3] = +1,75 0y [4] = +1,75 0,0 [5] = +1,75
[+1,+1] e ° ‘9 ° ° O
R 525,
-, +1] @ g J
+L,-1 @ » ) )
-1,-1 @ ) ) )

(0] 1] w[2) wBl vl 5] 6]

Universidad
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Calculating D,,;, using the trellis - Exercise 2

+11 40,8
Y3 = [+1, +1] Cabecera: define estados inicial y final: [+1, +1]
—1-02 Secuencia de referencia: o,.[n]
y = [—1, +1] Dyin: métrica de rama
2
|0ﬂf[ﬂ "Oﬂ"”
Py = [+1, —1]
[l +0,8 — (—0,8)]> = 2,56} [\ +0,8 — (+0,2)]> = 0,36]
+1] 40,2
Py = [—1, —1] |4+0,8—(—1,8)]> = 6,76] [| +0,8 — (—0,8)]* = 2,56]
¥ln] —11-08 Pl + 1]
[+1,+1]
-1+ @
[+1,-1] @
[-1,-1] @

(0] (1] ¥[2] (3] Pp[4] ¥[5] (6]

iversdod
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Cota del filtro adaptado
@ Cota de la probabilidad de error de simbolo bajo ISI

d,.:
roovo( J2L)
0

» k: maximo nimero de simbolos a minima distancia d,,;, de otro
simbolo en la constelacion

» Se define la norma del canal: ||p|| =

K,

> IplkP
k=0

@ Esto permite acotar D,

[Dmin S dmin HPH}

@ Elincremento en relacion senal a ruido requerido para obtener la
misma P, que en un sistema sin ISI es

{ASNR — 20log d’"l;””,"”}

min

—
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Igualadores de canal

@ Solucion mas simple para un receptor bajo ISI
» Detector simbolo a simbolo sin memoria (retardo éptimo +
re-definicion de regiones de decision)
» Prestaciones bajas para altos niveles de ISI

@ Solucion optima

» Deteccion de secuencias de maxima verosimilitud (MLSD)

» Complejidad exponencial del algoritmo de Viterbi
* Hay MX» estados
* De cada estado salen M flechas, una por cada posible valor de A[n]
* A cada estado llegan M flechas, todas generadas por el mismo valor de A[n]

@ Solucion sub-6ptima

» Igualador de canal + decisor simbolo a simbolo
» Prestaciones peores que MLSD, pero mejor que detector simbolo
a simbolo sin memoria

Al pln] ol Q[n] Igualador Al —d

T n
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Estructuras de igualacion

@ |gualador lineal

» LTE: Linear Transversal Equalizer
» El igualador es un filtro lineal

@ Igualador con realimentacion de decisiones
» DFE: Decision Feedback Equalizer
@ Otras estructuras no lineales

Igualador bayesiano
Redes neuronales (MLP. RBF, etc.)
Maquinas de vectores soporte

vV Vv vV

v

_—
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Igualacion no ciega / ciega

@ Igualacién no ciega
» Se conoce el canal p[n|, 0
» Se dispone de una secuencia de referencia

@ Igualacion ciega
» No se conoce el canal

» No se dispone de una secuencia de referencia
» Se dispone de informacion estadistica sobre A[n]

_—
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Igualacion no ciega lineal

Aln] ol o[n] qﬁqw( il | ulnl r—wﬁh—ﬂ
S U0 e
z[n]

@ Se asume que se conoce el canal p[n] (no ciega)
@ Estructura del igualador (lineal)
» Sistema lineal causal de Ky + 1 coeficientes (memoria K,,)

Ky

uln] = gln] « win] = »_wik] qln — k] = w'q,
k=0

@ Obtencion de los coeficientes del igualador: criterios de
igualacion
» Forzador de ceros (ZF)
» Minimo error cuadratico medio (MMSE)
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Igualador lineal
@ Filtro lineal causal de K,, + 1 coeficientes, win|

uln] = g[n] x win] = (A[n]  pln] + z[n]) + win]
uln] = Aln] * p[n] * win| + z|[n] * win|

@ Definicion: respuesta conjunta de canal e igualador
cnl =wn]xpln], 0<n<K,+K,

Respuesta causal de duracion K, + K, + 1 coeficientes (memoria K, + K,, coeficientes)

Ky Ky R
uln] = Aln] * c[n] + z[n] * win] = Z clk] Aln — k] + Zw k] z[n —
k=0 k=0
@ Salida del igualador - retardo d en la decisién
K,+K,, K,
ulnl = c[d] Aln — + Z Zw[k] z[n — K|
%,—/ k=0

término deseado =2

ISI residual ruido filtrado =/«

_—
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Criterios de diseno para igualadores lineales
@ Criterio forzador de ceros (ZF, Zero Forcing)
» Busca eliminar la interferencia intersimbdlica (1SI)
» Matematicamente, se busca una respuesta conjunta
canal-igualador

[c[n] = pln] * wn] = d[n — d], para un retardo arbitrario d]

Se fuerzan ceros en la respuesta conjunta canal-igualador
@ Criterio de minimo error cuadratico medio (MMSE,
Minimum Mean Squared Error)
» Busca minimizar el efecto conjunto de ISl y ruido filtrado
» Error a la salida del igualador para retardo d

Led[n] — ] = A — d]}

Diferencia entre la salida del igualador y el simbolo a decidir (considerando d)
» Matematicamente, MMSE minimiza la energia del error de
observacion e,[n]

min E[leq[n]|]

—
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Diseno del igualador lineal ZF sin limitacion de coeficientes
@ Respuesta ideal (en el dominio temporal)

[c[n] = p[n] xwln] = é[n — d]]

@ Eligualador ideal se puede obtener en el dominio frecuencial

efjwd

C(e) = P(e) W(e*) = ¢4 — W(el*) = o)

@ Seleccion del retardo d
» Descomposicion de P(z) en sistemas de fase maxima y minima

K>

=Py H( -z ) H(l—/ﬂ’ezfl)

=1

Pyin (2) Puax (2)

lou| <1, paral <k <Ky, |[Be| > 1, paral <L <Ky

> Puin(z), sistema de fase minima, tiene respuesta estable causal
> Lainversa estable de P,..x(z), sistema de fase méxima, es no causal
‘‘‘‘‘ - ellge d para tener una respuesta estable causal
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Diseno del igualador lineal ZF sin limitacion de coeficientes

@ Procedimiento para obtener el igualador ZF sin limitaciones
» Obtener la respuesta inversa (en frecuencia) del canal p[n]

{W(O) (e]w) = P(ljw)}

» Se obtiene su correspondiente respuesta en el tiempo

£w<0> ] = TF! {W<0> () }J

* Si es una respuesta no causal, se evalua la longitud del
término no causal, i.e., se busca el maximo valor de & tal que

wO[—k] #0

* Entonces, se toma como retardo d = k
» La respuesta estable causal del igualador es entonces

[w[n] = wO[n — d]]

vesm ‘ anosm Marcelino Lazaro, 2023
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Principal inconveniente del igualador ZF
@ Eligualador ZF invierte la respuesta en frecuencia del canal

» El igualador afecta a la senal transmitida, pero también al
ruido

@ Densidad espectral de potencia del ruido filtrado Z'[n]

2
Z

‘2 . g
|P(ei)?

ST () = S.(e) |W(e")

@ Potencia de la secuencia de ruido 7'[n] es

1 [T : LM 1
Uzz’|ZF:27r/ ST () dw = of x 5~ P(e)f

» Se puede producir una amplificacion del ruido si el canal tiene
fuertes atenuaciones en algunas frecuencias
NOTA: Matematicamente, se tiene potencia infinita si el canal tiene algun cero

espectral
—
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Diseno del igualador lineal ZF con K,, + 1 coeficientes

@ Ecuaciones de la respuesta conjunta canal-igualador

cln] =) plk] win — &]
k=0

» Hay K, + K,, + 1 ecuaciones, una por cada valor de n

@ Sistema de ecuaciones

c[0] = w(0] p[O0]

c[1] =w(0] p[1] + w(1] p[O

c[2] = w(0] p[2] + w(1] p[1] + w(2] p[0]

c[3] =wl0] p[3] + w(l] p[2] + w(2] p[1] + w[3] p[0]

nnnnnnnnn
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Diseno del igualador lineal ZF con K,, + 1 coeficientes (Il)

@ Sistema de ecuaciones para la respuesta conjunta canal-igualador

» Hay K, + K., + 1 ecuaciones, una para cada valor de n
@ Sistema de ecuaciones en notacién matricial

c[1]

clKp + K]
— ————
c=(Kp+Ky+1)x1

[ p[O]
pl1]
p[2]

0
plo]
pl1]

0
0
p[0]

Pl plK, — 1] plKy— 2]

0
0

PlKp)
0

0

P[Kp —1]
P[Kp]

0

6
0
pl0]

P[kp] .

P=(Kp+Ky+1) X (Ky+1)

wl0]
w(l]

W[Kw}
| —
w=(Ky+1)x1

Matriz P: llamada MATRIZ DE CANAL o MATRIZ DE CONVOLUCION DEL CANAL
vesm ‘ é}vﬁ‘gi‘j Marcelino Lazaro, 2023
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Diseno del igualador lineal ZF con K,, + 1 coeficientes (lll)
@ Respuesta conjunta deseada para retardo d
cn] =6[n—d) = e, =100---010---0)7
d
Sistema de ecuaciones para esta respuesta ideal ¢; = P w

@ Es un sistema de ecuaciones sobredeterminado

» K, + K, + 1 ecuaciones (una para cada n en c[n])
» K, + 1 incAgnitas (una por coeficiente del igualador w(n])

@ Solucién de minimos cuadrados

w5 = argmin||c; — P w||* = P¥ ¢4
w

» La solucion esta dada por la pseudo-inversa de Moore-Penrose
[P# = (P p)~! PH}
La solucién obtenida no cumple todas las ecuaciones, i.e.
[Respuesta conjunta ¢&" = P w4 £ cd]

i Hay ISI residual debido a la limitacién en el nimero de coeficientes
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Igualador lineal MMSE sin limitacion de coeficientes

qln] | uln] @

win
T

Aln—d]

eqln)

@ Secuencia de error a la salida del igualador para retardo d
[ed[n] ol — A — d]]
® MMSE - filtrado lineal éptimo : [minimizacién de E [Jeg[r] |2]]

@ Solucion MMSE: Principio de ortogonalidad
» El error ¢,[n] es ortogonal a la salida del sistema u[n]
» El error ¢,[n] es ortogonal a la entrada del sistema g[n]

E[(u[n] — Aln —d]) ¢"[(]] = 0, V¢
eqn]

Esta ecuacion se puede escribir como
E[Aln —d] q"[(]] = E[u[n] 7 [¢]], V!

nnnnnnnnn
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Principio de ortogonalidad - primer término
@ Asunciones iniciales

» Secuencia de datos A[n] blanca: R4 [k] = E; J[k]
» Secuancia de ruido z[n] blanca: R.[k] = o2 §[k]
» Secuencias de datos y ruido, A[n] y z[n], independientes

Esto implica que R4 .[k] = E[A[n + k] z*[n]] =0, Vk
@ Desarrollo del primer término del principio de ortogonalidad

E[Aln — d] ¢*[{)] E[An— (Zp Al — k+z[£])]

-y p k] E[A[n— d] A*[( — k]]
Raln—d—t+4]
+ElAln— d] £ [1]
N—
Ra, [n—d—1]
=Ly p* V + d— I’l]

X

»
i
o

Note que como R4 [k] = E; &[n], Raln —d — £+ k] #0s6loparak =£+d —n
N
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Principio de ortogonalidad - segundo término

Eluln] 4[] = E Kfjwm aln— k]) 7 m]

k=0

Z wlk] Elg[n —k q"[{]] = (w[k] * Rq[k])|k:n4

=0

>~

Ry[n—k—1]

@ Funci6n de autocorrelacionn de las observaciones g[n]
Ry[n] = E[q[t +n] ¢" []]

K, *
[(Zp[k]A[anqun) (Zp[,]A[e }+ZH>:|
k=0

=0
5 K
=" plk p* I E[A[L +n — K] A*[€ = j]] + E [2[€ + n] 2* [€]]
(=07=0 Ra[n—k+i] R:[n]
KI’
— B S plH 7Kk — ] + 02 8la] = Es (pla] * p*[—n]) + o 6]
k=0

Note que como R4 [k] = E; 8[n], Raln — k +j] #0sbloparaj =k —n
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Principio de ortogonalidad - Igualador

@ Combinando ambos términos
E,p*[(+d —n] = win] = [E; (p[k] * p*[—K])|,_,_, + 07 6[n — {]]
—(n—t—d)

@ Haciendo el cambio de variable k = n — ¢, y dividiendo por E;
. o
- ) = il |G <) + 4]

» Esto es equivalente, en el dominio frecuencial, a
. . . . . 02
P*(¥) e = W(e¥) x [P(e’“’) P*(e™) + Eﬂ
@ La expresion del igualador en el dominio de la frecuencia es
P* (&) eiwd
P(e) P*(el) + %

W(ev) =

Retardo d: implementacioén causal de la respuesta win|

_—
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Igualador lineal MMSE sin limitacion de coeficientes

@ Expresion del igualador en el dominio de la frecuencia
P*(e]w) e—jwd B P*(e]w) e—jwd

P(el) P(el) + & |P(e*)] + %

s

W(e*) =

Retardo 4: implementacion causal de la respuesta win]

o?
:

@ Para A\ = 2= = 0 (potencia del ruido blanco z[n] nula, o2 = 0)

[W(e]w) _ P*(e]w) e*jwd _ ejwd}

P(e) Pr(ev)  P(e¥)

[EI igualador MMSE coincide con el igualador ZF !!!}

_—
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Diseno del igualador lineal MMSE sin limitacion en K,,
@ Obtencion del igualador MMSE sin limitaciones en K,,:
» Se obtiene la respuesta del igualador sin considerar retardo
M C)
P(el) P*(e) + %

WO () =

» Se obtiene su correspondiente respuesta en el tiempo

[w“’) n] = TF! {W<0> () }]

* Si es una respuesta no causal, se evalua la longitud del
término no causal, i.e., se busca el maximo valor de % tal que

wOl—k] #0

* Entonces, se toma como retardo d = k
» La respuesta estable causal del igualador es entonces

[w[n] =wOn - d]]
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Igualador lineal MMSE con K, + 1 coeficientes
@ Principio de ortogonalidad

Ky

Rygln—d = wlk] Ry[n — k]
k=0

» Sistema de K,, + 1 ecuaciones para las K,, + 1 incégnitas
o 1) 1)

NOTA: definiciones de vectores y matrices en la siguiente diapositiva

@ La solucién puede expresarse tambien a través de la matriz P

2
wiMSE — (PH P 4 AT P ¢y | A= 2
d

s

SRS

[Pseudo-inverse regularizada: P¥* = (P P+ A 1)~! PH]

A=0— wyMSE = wi (Pto = P#ﬂ

_—
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Sistema matricial de ecuaciones

RA,q[_d]

Rug[~(d — 1)

Rugl~(d-2)] |

RalKy — d]
Rf0] R[] R[22 R: K] w[o]
RA] RO RN - RlKw—1)| | wl]
R, 2] Rq[l] R, [0 : R; [Kw — 2] w[2]
RKw] RlK,—1] RfK,~2] - R, Wik,

R, w

—
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Estima de prestaciones con igualadores

@ Situacioén ideal sin ISI

Lq[n] —Aln—d]+2fn] = P~k Q (""’)}

20,

> d.i,: minima distancia entre simbolos de la constelacién
> k: maximo nimero de simbolos a d,,;, de un simbolo de la constelacion
> El ruido gausiano z[n] tiene varianza o? en cada dimension

@ Igualadores sin limitacion de coeficientes

un] = Aln —d] + eqln] = P, = k Q (;:i”)

> Se asume que ¢4[n] tiene distribucion gausiana de media nula y varianza oﬁd

@ Igualadores con limitacion de coeficientes

uln] =Aln—d] cld)+ IS +7'[n] = P, = k Q (d,,,,,,c[d]|>

2075142

> Se asume que la suma de ISl y ruido filtrado tiene distribuciéon gausiana de media

; 2
nula y varianza Olsiqe

_—
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Prestaciones asintoticas para igualadores lineales
@ Analisis basado en la caracterizacion de ey[n] = u[n] — A[n — d]
@ Salida del igualador

uln] = Aln] * p[n] * wln] + z[n] * w[n]
@ Secuencia de error a la salida del igualador
ealn] = Aln) % (wln] * pln] — 6[n — d]) + z[n] * wln]
@ Densidad espectral de potencia del error

(S0 () = 84 () W () P () — e 45 () W ()]

@ Para secuencias A[n| blancas y ruido z[n| blanco

(50 () =B [W () P() — e +02 W ()]

@ Potencia de la secuencia de error

2 _i " jw
[Ued =5 _TrSed (¢*) dw}

_—
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Prestaciones asintoticas para igualadores lineales (ll)

@ Densidad espectral de potencia del término de error

. . . . 2 .
Seg () = B |W (%) P () — 7| 4 2 |W ()"
@ Igualadores ZF y MMSE
) —jwd . * (Jw) ,—jwd
ZF = W(e) = MMSE = W(d*) = L)e]z
P(e./ ) |P(ej“")‘2+%z

@ Reemplazando W (™) para el criterio ZF

; 2 od 12
. e—ﬂ*’d X . e—jwd 1
Se, (¢¥) = E, P () — eI 4 52 - =0
ey ( ) s P(eJ"J) ( ) z P(e/“’) Z ‘P(ef“’)|2
@ Reemplazando W (&) para el criterio MMSE
2
) P (@) p—iwd ) ) P (@) p—iwd
Sey (e[u) —E, () e - P(e]w) _ i +Uzz (<) e .
[P@)]* + 25 [PE@)]* + %
iw 2 2 . 2
B \Pw )( ) P* (%)
=E; i e e 2
[P |* + F [P * + F
2 2 2
oZ . oz ; 2
_ E 2 P () _ 2 Ef}""‘P((‘/w)‘ _ 2 1
=E; | to: 7| T % 22 =% 2
- P E 0 el v 2 e e+ 2
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Prestaciones asintoticas para igualadores lineales (lll)
@ Reemplazando W (¢*) para el criterio ZF
i 1
“an ), |P (ei)[?

0,,(ZF) =

@ Reemplazando W (&) para el criterio MMSE

1 & 1
21 Jn |P ()P + %

@ Probabilidad de error - Aproximacion para P,

poko (%)
€d

> d,,: minima distancia entre simbolos de la constelacion
> k: maximo numero de simbolos a d,,;, de un simbolo de la constelacion
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Prestaciones de igualadores lineales con K,, + 1 coeficientes

@ Salida del igualador

uln] = i@_ Aln—d] + ; clk] Aln — k] + ; wik] z[n — k]
ganancia k#Ad ~ _

N

i ido filtrado
ISI residual ruido filtrado 2'[n]

@ Asunciones
» ISl residual y ruido filtrado son independientes
» Distribucién gausiana para la ISI residual

@ Aproximacion para la probabilidad de error

Aynin |C[d] |

/ 2 2
2 0L+ 05

k: maximo nimero de simbolos a minima distancia de un simbolo sobre la constelacion

P.~kQ

"
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Media y varianza del ruido filtrado 7'[n]

@ Media de 7'[n]

Kw

E[Zn]] = wlk] Elz[n — k] =0

k=0

@ Varianza de 7/[n]

K, Ky
oZ =E {( wlk] Z[n—k]) (Zw*[]] z
j=0

)

=0 /=0 R.[i—K=02 6]j—k]
K
2
=o? Z [wik]|
=0

~

/

.
‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Media y varianza del término de ISI residual

@ Media de la ISI residual

K,+K,
E[SI| = Y clk] E[Aln—k]] =0
k=0
k#d
@ Varianza de la ISl residual
' Y
Kp+K, Ky+K.
ot =E || D clk] Aln —&] > AT -]
k=0 j=0
k#d JAd
K,+K, Kp+K,
= > > ck [Aln — k] A%[n — j]]
k= = Rali—K=E, 6li—K]
Ky +K,
-5 3 K
k;éd
‘‘‘‘‘ k J
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Igualador ZF sin limitaciones - Ejemplo - Canal A

@ Canal p[n| = do[n] + % d[n—1]

@ Respuesta en frecuencia del canal

w —jwn —jw (0) w
P(e/)_gn pln] e —1+*2€ , W (e/)_ @)

@ Respuestas del igualador sin retardo: w(® [n] = T7F ' {W(© (&)}
2 1

T T T T T T T T T T T T T T T T
|P (e/w) | w(0) [n]
—_— W (e
15 + | ( )l 4 0.5
1t 4 0
0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-7 0 47 108 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
w rad/s "

> Respuesta causal - Retardo d = 0
» Coeficientes relevantes ~ 7 (K,, = 6)

_—
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Igualador ZF sin limitaciones - Ejemplo - Canal B

1 1
@ Canal p[n| = do[n] + 3 dn—1]+ 2 d[n —2]
@ Respuesta en frecuencia del canal

1
Pem)

P(A) =14 5 e 4 1 o2 WO () =

@ Respuestas del igualador sin retardo: w(®[n] = TF ' {W©® (&)}
2 1

T T T T T T T T T T T T T T T T T
1.8 [P (¢¥)] . WO []
1.6
1.4
1.2
1
0.8
0.6
04 ! ! ! ! ! ! ! ! ! -0.5 ! ! ! ! ! ! ! ! !

-7 0 +r -10-8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
w rad/s n
> Respuesta causal - Retardo d = 0
> Coeficientes relevantes ~ 7 (K, = 6)

0.5

_—
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Igualador ZF sin limitaciones - Ejemplo - Canal C

@ Canal pn]

%5[n}+5[n7 1] — % 8[n — 2]
@ Respuesta en frecuencia del canal

' 1 ; 1 ; 1
P(*) = = o _ Z pmiw2  w(0) (gw) — '
(e ) 3 +e 3 e , (e ) P ()
@ Respuestas del igualador sin retardo: w(®[n] = TF~' {W©® (&)}
1'25 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T

T T

w(® [n]

1 1 1 1 1 1
0 4 -2 0 2 4 6
w rad/s n
> Respuesta no causal - retardo d =~ 5
> Coeficientes relevantes =~ 9 (K, = 8)

—
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Igualador ZF sin limitaciones - Ejemplo - Canal D

@ Canal p[n| = % o[n] — % d[n—1]+dn—2]+ % o[n — 3]

@ Respuesta en frecuencia del canal

, 1 i ~ j :
p (e’w) _ 3= % e 4 o2 | % e—.zw37 w© (eJUJ) = (o)

Respuestas del igualador sin retardo: w®[n] = TF~' {w©® (&)}
T T T T T T T T T 0'7 T T

w(®[n]

T T T T T T

0
w rad/s
> Respuesta no causal - retardo d ~ 9
> Coeficientes relevantes ~ 13 (K,, =~ 12)

_—
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD -4 =0

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — 3 dn—1]+dn—2] + 3 dln — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 0

1 +3 0 0 0
0 -1 4+ 0 o0
0 +1 -3 +% 0
Cq = 0 ) P= +% +1 -1 +$
0 0 +3 41 =3
0 0 0 43 +I
1
—— 0 0 0 +§
Tx1 e
@ Solucién ZF proporcionada
tg’gggg ok, = Es x 0,0657
s 40,1975
9 2 _ 2
Wi —p# = | TOORL e _py | qoi2s7 | O = O X 0,0463
—0,0112
10,0119 .
~0,0243 009 |y
00121 | AeteE

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD-d =1

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 1

0 +% 0 0 0
! -3 +3 0 0
0 +lo—3 43 0
ca=| 0 |, P=| 43 +1 —5 43
0 0 +3 +1 -3
> 0 0 43 +I
0 o o o 1
@ Solucion ZF proporcionada
~0,0988
402077 | Ois = Es x 0,1646
+o787 0.3736
0 o
Wi =Pt o= | TOS | =pw=| +o0207 | 0w =7 X0
+0’0252 40,1132 l
, roouss | 7L = 0471
40,0126 istol

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD-d =2

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 2

1
0 *3
0 —2
1 +1
Cy = 0 , P +%
0 0
0 0
0 0
@ Solucién ZF proporcionada
+0,5925
v | R | e
—0,0339

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023

+ o
+OO

LS SR

e ON—‘\'——‘twlh—w\v—
ot + |

+0,1975
~0,3736
40,7581
—0,0213
40,0498
40,0405
~0,0170

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

S o o

+

+ +
Pl— = =0 —

ok, = Es; x 0,1834

02 =02 x 0,4281

S
4

le[d]]
24 /01251+UZ,

= 0,7969
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD -4 =3

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 3

1
0 *3
0 —2
0 +1
Cy = 1 , P= +%
0 0
0 0
0 0
@ Solucién ZF proporcionada
+0,3771
0,6278
deF:P#cd: t02536 ,chF:Pw:
+0,1092

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023

+ o
+OO

N— = B — | —

e ON—‘\'——‘tNh—w\v—
e

40,1257
40,0207
—0,0213
40,9796
40,0057
—0,0176
40,0546

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

S o o

+

+ +
Pl— = =0 —

ok = Es x 0,0200
02 = 07 X 0,6126

le[d]]
2 01251+UZ,

=1,7181
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD-d =4

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 4

0 +% 0o 0 0
0 -5 41 0 0
0 +1 -3 +1 0
c=|0|,P +3 +1 -3 +%
1 1
1 0 +5 +I 5
0 0 0 41 41
0 0o 0 o0 4!
@ Solucién ZF proporcionada
0,0119
s 107“32 0% = Eq % 0,0357
o 1073933 o 00498 ) o 20,6274
wi=PF ;= +076317 , ¢g =Pw= [ 40,0057 d e
’ 40,9629 ‘
—0,2690 L 0.0468 el _ | 5341
“on34s | AVt

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalD-d =5

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 5

1
0 *3
0 —2
0 +1
Cy = 0 , P= +%
0 0
1 0
0 0
@ Solucién ZF proporcionada
—0,0896
wil =P# ¢, = ;8:22?; T =Pw=
+0,6699

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023

(=]

J’_
+OO

LS SR

ot

(=)
ot £ |

—0,0299
40,0434
40,0405
—0,0176
40,0468
40,8618
40,3349

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

S o o

+

+ +
Pl— = =0 —

ok = Es x 0,1191

02 =02 x 0,6041

S
4

le[d]]
24 /01251+UZ,

=1,0170
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =6

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — > dn—1] +dn —2] + 3 dn — 3]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 6

1
0 *3
0 —2
0 +1
Cy = 0 , P +%
0 0
0 0
! 0
@ Solucién ZF proporcionada
—0,0364
e | e
+0,3184

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023

+ o
+OO

LS SR

e ON—‘\'——‘twlh—w\v—
ot + |

—0,0121
40,0126
—0,0170
40,0546
—0,1345
40,3349
40,1592

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

S o o

+

+ +
Pl— = =0 —

ok, = Ey x 0,1339

2

S
4

o2 =02 x 0,1041

le[d]]
2 01251+UZ,

= 0,2096
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Canal D - Matriz pseudoinversa

o Canal pln] — % 5] — % 5n— 1] + 8 — 2] + % 5ln — 3]
@ Matriz de canal

+1 0 0 0
-+l 0 o
1 1
+1 -5 +3 0
P=| +1 41 -1 4+
o+ 41 -1
0 0 +1 41
0 0 0 +i

TX4=(Kp+Ky+1) X (Kyy+1)
@ Pseudo-inversa de Moore-Penrose

p# =" p)~! P

+0,2123 —-0,2963 40,5925 +0,3771 40,0358 —0,0896 —0,0364
| 40,0221 40,1787 —0,2319 +0,6278 +0,3933 —0,0042 —0,0168

—0,0112 40,0364 +0,1488 —0,2536 +0,6317 40,3838 40,0331
—0,0243 40,0252 —0,0339 40,1092 —0,2690 40,6699 +0,3184

4xT=(Ky+1) X (Kp+Kyy+1)

> Las soluciones ZF para distintos retardos coinciden con las columnas de esta
Universidad 0 1
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Respuestas conjuntas para retardos d < {0,1,2,3}

0.25 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.3 ‘ : ; y x
0.2 | c[n [[eZF — ¢q|[* = 0,9292 1 0.2 | c[n] .
0.15 | 0.1 | T T -
01| 0 | e ® o
0.05 -0.1 4
0 —— * s 0.2 IeZF — ] |> = 0,7923 |
-0.05} -0.3 |+ 4
0.1 L l L L L L 0.4 L L x x x J
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6
n n
1 : : : : : 1.2 : : : : :
0.8 | c[n] 1eZF — cgP = 02419 4 1 Lcfn] i g call” = 0,0204
0.6 0.8
04 0.6
0.2 0.4
0 ) l ° o ) 0.2
0.2 | l 0 g ! L
-0.4 s s s s -0.2 | x x x x : ]
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6
n n
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Respuestas conjuntas para retardos d € {4,5,6}

1'2 T T ZFY 2Y T 0'9 T T T T
1 L 1677 — callg=0.037L 1 08 Fop e — eyl = 0,138 1
0.8 106 | 1
0.6 {05+ 1
04 |- i
0.4 4 03 L [
02 Jo2l ]
01 ]
0 ? o o * 0 e o _
-0.2 L L L L L .01! L L 1 L L J
o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 &
n n
0.35 —
o lelnl lle2 — call® = 0,8408
0.2
0.15
0.1 )
0.05 ]
I
-0.05 i
-0.1 ]
-0.15 1 1 1 1

Universid

»
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Igualador MMSE sin limitaciones - Ejemplo - Canal D

1 1 1
@ Canal pjn| = 3 o[n] — 3 dn—1]+dn—2]+ 3 0[n — 3]
@ Respuesta en frecuencia del canal
I 1

P(e*) = 373 e e ; 3 w0 (e

P* (eiw)
IP(ef“)\ +F

Respuestas del igualador sin retardo: w(® [n] = T]-' {W(0 (e"")}

T T T T T T T T T '7 T T

T T
_— w(0> I (MMSE)

0
0.
0. () [n] (2ZF)
0
0
0

0
w rad/s n
> Respuesta no causal - retardo d ~ 9
> Coeficientes relevantes ~ 13 (K,, =~ 12)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-4d =0

o Canal pln] — % 5] — % 5n— 1] + 8 — 2] + % 5ln — 3]

@ Ruido con varianza af =0,1,2-PAM con E; = 1
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 0

1
1 +3 0 00
0 -3 +§ 0 0
0 +1 -1 41 0 ) 1.0 00
L4 1 o; 01 0 0
c=|0 |, P=| 45 +1 —3 +§ A= =0LI=1 g g
1 s
0 0 43 1 = 00 0 1
8 0 0 +1 41 . ,
1
o 0o 0 +1 4x4
7x1 T4

@ Soluciéon MMSE proporcionada

+0,06647 0%, = Ey x 0,0579

—0,0931
ig’é?gg +0,1862| o2 = o2 x 0,0406
wiMSE — (PH pAT) " PH ¢, = ’ , eMMSE — | 10,1169
—0,0099 +0,0105 lldll_ _ (1334
—0,0213 C00263| e O
—0,0107 (ZF: 0,1334)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =1

o Canal pln] — % 5ln] — % Sn— 1] + o — 2] + % 5ln — 3]

@ Ruido con varianza ¢ = 0,1, 2-PAM con E; = 1
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 1

1

0 +3 ol 0 0

1 -3 +§ 0 0
A I TR

- 1 11 _ %% _ _

Cq = 8 ’P +2 JF} ) JF:]; ) >\va 7071, I= 0 0 1 0
0 +3 ﬂ -2 00 0 1

0 0 0 +1 +1

0 o 0 o0 4!

@ Soluciéon MMSE proporcionada

—0,09317 ok, = E; x 0,1469
+0,1963

;8%2‘7‘ —0,3535 af, =02 x 0,1084
wi " = (PTPIAD T P ey = | T s | M = | 40,0212
40,0221 +0,1061 | __lldll__ — 2471
’ +0,0382|  2y/ok+07,
40,0110 (ZF: 0,2471)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =2

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — 2 dn—1]+dn—2] + 5 dln — 3]
@ Ruido con varianza o2 = 0,1, 2-PAM con E; = 1
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 2

1

0 +3 ol 0 0

0 -3 +§ 0 0
INEEE NI o

_ 1 14 % _ -

Cq = 8 , P +2 JF} ) JF:]; ) A E, 0,1, I 0 0 1 0
0 +3 = 00 0 1

0 0 0 +1 +1

0 o 0 o0 4!

@ Soluciéon MMSE proporcionada

+0,18621 0%, = Es x 0,1644
—0,3535

fg’;ggz HO.7176| 0% = o? x 0,3829
Wi = (PTPAD T P ey = | 15| et = | 0,045
oo +0.0467| Il _ 7970
' 10,0419 2,/ok;+07
—0,0148 (ZF: 0,7969)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-4 =3

1 1 1
@ Canal p[n] = 3 d[n] — 2 dn—1]+dn—2] + 5 dln — 3]
@ Ruido con varianza o2 = 0,1, 2-PAM con E; = 1
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 3

0 +3 0 0 0
1 1
0 —5 +3 0 0
0 +1 -1 41 ) 10 00
c T I 2SS RS R S I R TR £ B
d — 0 ) ) X 2 :1; ) 7Ec7 IES) - 0 0 1 0
0 +; +1 — 00 0 1
0 0 0 +1 +1
0 o 0 o0 4!

@ Soluciéon MMSE proporcionada

+0,11697 0%, = E; x 0,0178
+0,0212

iggggg —0,0245| 0% = 02 x 0,5409
WIMSE — (pH p o\ T)~L pH ¢, = o1zl MMSE — | 10,9220 )
J —0,0006 __ Il _ 17192
+0,1084 —0,0122| 2\ fofy+o%
40,0542 (ZF: 1,7181)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =4

o Canal pln] — % 5ln] — % Sn— 1] + o — 2] + % 5ln — 3]

@ Ruido con varianza ¢ = 0,1, 2-PAM con E; = 1
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 4

1

0 +3 ol 0 0

0 -3 +§ 0 0
A R TR

- 1 11 _ 9 _ _

Cq = (1) , P= +2 JF} ) JF:]; )>\va =01, I= 0 0 1 0
0 +3 = 00 0 1

0 0 0 +1 +1

0 o 0 o0 4!

@ Soluciéon MMSE proporcionada

+0,01057 0%, = Es x 0,0316

+0,1061
187322 +0,0467| 0% =02 x 0,5522
Wi = (PTPHAD T P ey = | eone | M = | 0,006
t072553 40,9040 |c[d]| =1,5345
’ 40,0415 2,/oky+07
—0,1276 (ZF: 1,5341)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =5

o Canal pln] — % 5ln] — % Sn— 1] + o — 2] + % 5ln — 3]
@ Ruido con varianza o2 = 0,1, 2-PAM con E; = 1

@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 5

1
0 +3 0 0 0
0 —5 +3 0 0
0 +1 -1 41 0 ) 1000
c 0|, p=| 41 41 b 41l a=%oop = |0 L 00
d — ) = ) X 2 :1; ) - E, =Yl 0 0 1 0
0 0 43 +1 —3 00 0 1
1 1
0 0 0 +1 +1
0o 0 0 +i
@ Soluciéon MMSE proporcionada
—0,02631 ok, = Es x 0,1041
40,0382
:8’8(7)22 40,0419 o2 = o2 x 0,5267
wiMSE — (pH pyaT) ™! P ¢y = 103568 MMSE — | _0,0122 :
40,6270 004151 __lddll__ _ o172
' 10,8054 | 2y/oRy+0?,
+0,3135 (ZF: 1,0170)

_—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalD-d =6

o Canal pln] — % 5ln] — % Sn— 1] + o — 2] + % 5ln — 3]
@ Ruido con varianza o2 = 0,1, 2-PAM con E; = 1

@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 6

1

0 +3 00 0

0 —5 +3 0 0
0 +1 -1 41 ) 10 00
c o . p=| 11 41 1 41| a=Z oo a=| 0 00
d*O’*zlz%’*Ev*”foolo
0 +; +1 — 00 0 1

0 0 0 +1 +1

! o 0 o0 4!

@ Soluciéon MMSE proporcionada

—0,01077  o%; = Es x 0,1180
+0,0110

:ggﬁg —0,0148 af, =02 x 0,0914
Wi = (PTPHAD T P ey = | 0, | et = [ +0,0542
1072989 —0,1276 |c[d]| = 0,2096
’ +0,3135|  2y/ofy+e?
40,1494 (ZF: 2096)

_—
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Canal D - Matriz pseudoinversa regularizada

@ Canal pn| = % o[n] — % dn—1]+4dn—-2]+ % o[n — 3]
@ Matriz de canal

+ 0 0 0
1 1

—5 +3 0 0

+1 -1 +1 0

P=| 4+ 41 —3 +i
1 1

0 +1 +1 -3

0 0 +1 41

0o 0 o0 +1

Tx4=(Kp+Kiw+1) X (Kyy+1)
2

@ Pseudo-inversa regularizada, con \ = 2 =0,1

PY =P P+ D) P

+0,1993 —0,2794 +0,5587 40,3508 +0,0316 —0,0788 —0,0320

| 40,0195 +0,1697 —0,2224 +0,5898 +0,3655 —0,0035 —0,0148
T —0,0099 40,0323 +0,1430 —0,2413 40,5936 40,3568 -+0,0292
—0,0213  +0,0221 —0,0297 +0,1084 —0,2553 40,6270 +0,2989

AXT=(Ky+1) % (Kp+Kyp+1)

> Las soluciones MMSE para distintos retardos coinciden con las columnas de esta
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MMSE - Respuestas conjuntas para retardos d € {0, 1,2,3}

025 T T T T T 03 T T T T T
0.2 L — c[n] (MMSE) 0.2 + -
0.15 = c[n] (ZF) 0.1 L T T J
01 | 0 [ ] ® o
0.05 -0.1 — 1] (MMSE) ]
0 : ! l ] ) 0.2 | . 4
0.0} 03| e
-0.1 L ! ! ! ! -04 L ! 1 1 1 a
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
n n
1 T T T T T 12 T T T T T
0.8 | = ¢[n] (MMSE) 1 = ¢[n] (MMSE)
0.6 | —— c[n] (ZF) 0.8 —— c[n] (ZF)
04 L 0.6
0.2 0.4
0 ] | ® [ ) ([ ] 0.2
-0.2 + l 0 @ @ ! @ o
-04 1 1 1 1 -0.2 L 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
n n

_—
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MMSE - Respuestas conjuntas para retardos d € {4,5,6}

12 T T T T T 83 T T T T
e c[n] (MMSE) i O e [n] (MMSE) b
1 [n] 07 [ [n] i
0.8 = c[n] (ZF) 4 06 L =——cn(zF i
0.6 405+ ]
04 L J
0.4 103 | [ ]
0.2 4 02 i
0.1 L i
0 , [ ] ® l [ ] 0 ® ® ° ®
-0.2 1 1 1 1 1 -0.1 ! 1 1 1 ! ! J
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
n n
00335 T T T T
. = ¢[n] (MMSE)
0.25
0.2 = c[n] (ZF)
0.15
0.1 ]
0.05 |
O o ¢
-0.05 4
-0.1 J
-0.15 1 1 1 1

_—
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Igualadores sin limitaciones - Ejemplo - Canal E

@ Canal p[n] = —0,45 6[n] + 0[n — 1] — 0,45 [n — 2]
@ Respuesta en frecuencia del canal

P(e) =—045+e 7 + e — 0,45 ¢ /+?
P* ()
0Respuestas del igualador sin retardo: wO[n] = TJ-' {W(0 (e‘/“’)}

W2 () =

P(e)’ Wlsfgl)/ISE (ejw) =

T T
— O ZF)

T T T Y Y N T
—_

("]
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

- 0 ™ 10 -8 -6 -4

w rad/s
> Respuesta no causal - retardo d =~ 9
> Coeficientes relevantes ~ 19 (K,, ~ 18)

'
N

| I —|
0 2 4 6 8 10
n

_—
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Igualador ZF con 4 coeficientes (K, = 3)-CanalE-d =2

@ Canal p[n] = —0,45 6[n] + §[n — 1] — 0,45 §[n — 2]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 2

0 —0,45 0 0 0

0 1 —0,45 0 0

. L | p_| —045 1 —0,45 0
da= 1o |0t T 0 —0,45 1 —0,45

0 0 0 —0,45 1
0 0 0 0 —0,45

N——
6x1 6x4

@ Solucién ZF proporcionada

—0,2202 ok, = Es x 0,0917

+0,4893 —0,1450
F s _ | +1,4097 ZF | +0,8979 02 =02 x 2,6913
Wi =P e= | L | =Pw= | Do
+0,2118 —0,0797 leld]| _ = 0,7475

—0,0953 1 2\[o3+o?

—
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Igualador MMSE con 4 coeficientes (K, =3)-CanalE-d =2

@ Ruido con varianza o2 = 0,1, 2-PAM con E; = 1
@ Canal p[n] = —0,45 6[n] + 0[n — 1] — 0,45 6[n — 2]
@ Matrices y vectores involucrados - retardo d = 2

0 —045 0 0 0
0 1 045 0 0 2 oo
: s 0 =% o1 0 0

=19 | P= 0 —0,45 1 045/ A= z =01, I= one
0 0 0 —045 1 0.0 1
0 0 0 0 —045 oo

4x4
oxt 6x4
@ Solucion MMSE proporcionada
022007 COls = Es x 0,0013

+0,2387 014501 5 2 0379
MSE _ (pH —1pH . _ |10,9566 mmse _ | +0,8979 co 7
wyt = (PTPEAD T P ey = | s | e = Dolg1s Jefd]
passs 00797 —l_ — 08313
+ —0,0953 bty
’ (ZF: 0,7475)

—
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ZF/MMSE - Respuestas conjuntas para retardos d < {0, 1,2, 3}

0.4 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T
0.3 c[n] (ZF) 08 L cln] (ZF)
0.2 c[n] (MMSE) 0.6 |- c[n] (MMSE)
0.1
0 Py 04 |
o1 i 3 02 |
0.2 0 ® L
03 02 b
-04 ! ! ! ! ! ! ! -0. 4' ! ! 1 1 1 1 1 1 1

0 05115 2 25 3 35 4 45 5 005115 2 25 3 35 4 45 5

n n

1 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T
0.8 | c[r] (ZF) 0.8 c[n] (ZF) a
06 c[n] (MMSE) 0.6 c[n] (MMSE) a
04 L 0.4 J
0.2 | 0.2 J
0 l 0 l
028 8 § ¢ %% ¢ 3 ¢
-04 ! ! ! ! ! ! ! ! ! -04 ! ! 1 1 1 1 1 1 1

0 051152 25 3 35 4 45 5 0 05115225 3 35 4 45 5
n n

_—
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ZF/MMSE - Respuestas conjuntas para retardos d € {4,5}

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

-0.2

-0.4

Universidad
veSm ‘ Sones @ Marcelino Lazaro, 2023

T T

0.4

T

cfn} (éF)
c[n] (MMSE)

T T T T

d ]

1 1 1 1 1

:

-0.1
-0.2

1 1 1 1

005115 2 25
n

3 35 4 45 5

804

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

T T T T T T T T T

!

1 1 1

0.3
0.2
0.1

0 e

$

c[n] (ZF)
c[n] (MMSE)

1 1

0 05 1

0.3

15 2 25 3 35 4 45 5
n
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Igualadores con 17 coeficientes (K,, = 16) - Canal E-d =9

@ En ese caso la solucidon se aproxima mas a la solucion sin
limitaciones
@ Solucidn ZF fuerza una respuesta conjunta practicamente
ideal
» Amplificacion severa del ruido

ZF MMSE
o2, = E; x 0,0003 | 0%, = E, x 0,0895
IS1 ISI
(722, = azz x 11,8850 | o2 = 022 x 1,0255

7

Al — 0,4585 | — 9l — 0,8450
24 /U[2S1+U§/ ’ 2 0'[2SI+O'§, ’

_—
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Respuestas conjuntas con 17 coeficientes - Canal E

1'2 T T T T T T T T
1+ Y B
c[n] (ZF)

08 |- c[n] (MMSE) ° 1
0.6 |+ i
04 i
0.2 - i
0
0.2 | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

n

_—
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