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Limites y continuidad de funciones
de una variable

2.1 Limite de una funcion

Para determinar el comportamiento de una funcién f cuando = se aproxima a un valor
finito ¢, usamos el concepto de limite. Decimos que el limite de f es L, y escribimos
lim,_,. f(z) = L, si los valores de f se aproximan a L cuando x se acerca a c.

Definicién 2.1.1. (Limite cuando z tiende a un valor finito ¢). Decimos que lim,_,. f(z) =
L si para cualquier niimero positivo pequeiio €, existe un niimero positivo d tal que

[f(z) —L| <e
siempre que 0 < |z —¢| < 4.
Podemos dividir la definicién anterior en dos partes, usando limites laterales.

Definicion 2.1.2.

1. Decimos que L es el limite de f cuando x tiende a ¢ por la derecha, lim,_,.+ f(z) = L,
si para cualquier niimero positivo pequeno ¢, existe un ntmero positivo § tal que

[f(z) — L] <e
siempre que 0 < z — ¢ < 6.

2. Decimos que L es el limite de f cuando x tiende a ¢ por la izquierda, lim,,_, . f(z) = L,
si para cualquier niimero positivo pequeno e, existe un nidmero positivo § tal que

[f(z) — L] <e
siempre que 0 < ¢ —x < 6.

Teorema 2.1.3. lim,_,. f(x) = L si y solo si

lim f(x)=L y lim f(z)=L.

z—ct T—c~



También cabe preguntarse por el comportamiento de la funcién de f cuando x tiende a
+00 0 —00.

Definicién 2.1.4. (Limites cuando z tiende a +00)

1. limy 400 f(x) = L si para cualquier nimero positivo pequernio €, existe un valor posi-
tivo de z, llamado 1, tal que
[f(z) = L| <e

siempre que r > 7.

2. limy oo f(x) = L si para cualquier nimero positivo pequeno e, existe un valor neg-
ativo de z, llamado x1, tal que

[f(z) — L] <e
siempre que r < x7.

Si los valores absolutos de una funcién se hacen arbitrariamente grandes cuando x tiende,
ya sea, a un valor finito ¢ o a oo, entonces la funcién no tiene limite finito L pero se
aproximard a —oo o +00. Es posible dar una definicién formal. Por ejemplo, diremos que
lim,_,. f(z) = +o0 si para cualquier nimero positivo grande M, existe un positivo ¢ tal
que

flz)> M

siempre que 0 < |z — ¢| < . Por favor, complete el resto de los casos.

Nota 2.1.5. Observar que atn cuando f(c) estuviera bien definido, podria ser que lim, . f(x)
no existiese o que lim,_,. f(x) # f(c¢). Por ejemplo, la funcién f que es igual a 1 para = # 0
pero f(0) = 0. Claramente el limite de f en 0 es 1 # f(0).

Ejemplo 2.1.6. Consideremos los siguientes limites.

1. lim 2? — 22 + 7 = 31.
r—6

2. liI:ll:l 22 — 22 + 7 = 00, puesto que el primer término del polinomio toma valores
T—r00

arbitrariamente grandes.

3. lim 2% — 22 = o, puesto que el primer término del polinomio toma valores arbi-
T—r+00
. . . 3 2 _
trariamente grandes para valores grandes de z, en cambio, lim z° —2x° = —oc0 ya

T—r—00
que que el primer término del polinomio toma valores arbitrariamente grandes en

valor absoluto, y negativos.

4. lirjI[l — =0, ya que para z arbitrariamente grande en valor absoluto , 1/x es arbi-
z—+oo I

trariamente pequeno.

1
5. lim — no existe. En realidad, los limites laterales son:

x—0 X
1
lim — = 400
z—0t T
. 1
Iim — = -
r—0— T



El limite por la derecha es infinito puesto que 1/x se hace arbitrariamente grande
cuando x es pequeinio y positivo. El limite por la izquierda es menos infinito puesto
que 1/x se hace arbitrariamente grande en valor absoluto y negativo, cuando = es
pequeno y negativo.

6. lir}ra xsenz no existe. Como x tiende a infinito, senx oscila entre 1 y —1. Esto
T—>+00

significa que x senz cambia de signo un numero infinito de veces cuando x tiende a
infinito, tomando valores arbitrariamente grandes en valor absoluto. La grafica se
muestra a continuacion.
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7. Consideremos la funcién f(z) =< —22, si0 <z <1;

xr, siz>1.

limy_yo f(z) = f(0) = 0, pero lim,_,; f(x) no existe puesto que los limites laterales
son diferentes.

lim f(z)= lim =1,

z—1+ z—1+
lim f(z)= lim —z%=—1.
rz—1— z—1—
.|z ) . )
8. hH[l) — no existe, ya que los limites laterales son diferentes.
z—0 T
x .z
lim u— lim — =1,
z—0t X z—0t T
.| . —x .
lim — = lim — = -1 (cuando x es negativo, || = —z).
z—=0- T z—0- T

En las siguientes propiedades, lim f(x) se refiere al limite cuando x tiende a +o00, —oc0
0 a un numero real fijo ¢, pero no mezclaremos distintos tipos de limites.
2.1.1 Propiedades de los limites

Dadas las funciones f y g supondremos que todos los limites siguientes existen; A € R
denota un escalar arbitrario.



1. Producto por un escalar: lim Af(x) = Alim f(z).

2. Suma: lim(f(z) 4+ g(z)) = lim f(x) 4 lim g(x).

3. Producto: lim f(x)g(z) = (lim f(x))(lim g(z)).

f@) lim ()

g(x)  limg(z)

Teorema 2.1.7 (Teorema del encaje). Supongamos que las funciones f, g y h estdin

definidas en un entorno del punto c, excepto posiblemente, en ¢, y que satisfacen las de-
sigualdades

4. Cociente: Silim g(z) # 0, entonces lim

g(x) < f(x) < h(z).

Sea lim, . g(x) = lim,_,. h(x) = L. Entonces

lim f(z) = L.

Tr—C

1
Ejemplo 2.1.8. Demostrar que lim xsen <> =0.
z—0 X

SOLUCION: Usaremos el teorema anterior con g(x) = —|z| y h(xz) = |z|. Notemos que
para todo x # 0, —1 < sen (1/x) <1 asi, cuando = > 0

—z <zxsen(l/x) <z,
y cuando z < 0
x <xsen(l/z) < —=x.
Estas desigualdades son equivalentes a —|z| < xsen (1/z) < |z|. Y puesto que
lim —|z| = lim |z| =0,
z—0 z—0

podemos usar el teorema anterior para concluir que lim,_,o 2 sen + = 0.

2.1.2 Técnicas para evaluar lim %
g(x

1. Usamos la propiedad del cociente de limtes, si es posible.
2. Silim f(x) =0 y lim g(x) = 0, probamos lo siguiente:
f(z)

(a) Factorizamos f(z) y g(x) y reducimos S() @ sus términos més simples.

(b) Si f(z) o g(x) implica una raiz cuadrada, entonces multiplicamos ambas funciones
f(x) y g(z) por el conjugado de la raiz cuadrada.

Ejemplo 2.1.9.

2 _ _
lim =~ gzlimw:hm(x—?))zo.
z—3 r+3 —3 T+ 3 —3

1-+vV14+z . 1—\/1—|—x<1—|—\/1—|—1‘> i — |
—— = lim =lm —r =
1+v1+2x

4

—1

z—0 xT x—0 T

T . 1
im——— = ——.
$*>0$(1+w/1+$) =01+ /142 2



3. Si f(x) # 0y limg(z) = 0, entonces lim % no existe o equivalentemente lim Hz)

+ 9(x)
0 0 —OQ.

4. Si x tiende a +00 0 —oo, dividimos el numerador y el denominador por la mayor
potencia de x en cualquiera de los términos del denominador.

Ejemplo 2.1.10.

3 — 2

0-0
140

8=

2
3

x —
= 0.
3

m ——— = lim
z—o0 —x* + 2 z—oo —] +

2.1.3 Limites exponenciales

Consideramos

lim £ ()},

Tr—cC

Este limite es una indeterminacién en los siguientes casos:
e lim, . f(z) =1 and limy_,. g(z) = oo (1%°).
e lim, .. f(x) = 0 and lim, . g(z) = 0 (0°).
e lim, .. f(7) = co and lim, . g(x) = 0 (c?).

Observando que
lim [f(l,)]g(x) — lim eg(x) Inf(z) _ elimxﬁw g(x) lnf(x)7
Tr—cC Tr—cC

todos los casos anteriores se reducen a la indeterminacion 0 - oo, puesto que tenemos que
calcular el limite

lim g(x) In f(x).

Tr—cC

En el primer tipo de indeterminancién, 1°°; suele ser muy 1util utilizar la siguiente propiedad

lim g(x) In f(z) = lim g(w)(f(z) - 1).

Tr—cC Tr—C

pues si x estd préximo a 0, In(1 + x) ~ z, o bien, nz ~ z — 1

1 zln (1+1)

Ejemplo 2.1.11. lim,_, (1 + 5)36 =lim,; . €

1
=¥z = e.

xX
l+azx
2+bx
Si a > b, entonces la base tiende a a/b > 1, por lo que el limite es co. Si a < b, entonces
la base tiende a a/b < 1, por lo que el limite es 0. Cuando a = b

Ejemplo 2.1.12. Sean a,b > 0. Calcular lim,_, (

1+az\” ~ 14 ; -
lim (2 i = elime—oo#(255 1) = lime—oo 550z — o= 1/a,
T—00 ax



2.1.4 Un limite importante

Recordar que
sen x

lim =1.
z—0 X

Ejemplo 2.1.13. Encontrar los siguientes limites:

. tanx . senx 1 . osenx . 1
1. lim = lim = lim lim =1-1=1
z—0 T z—0 I COSZX z—0 X z—0 COS T
. sendx (»=3z) ,. Ssenz . senz
2. lim ( = ) lim —— =3 lim = 3.
z—0 X z2—0 3 z—0 Zz

2.2 Asintotas

Una asintota es una recta tal que la grafica de la funcién se acerca arbitrariamente a ella
hasta que la distancia entre la curva y la recta casi se desvanece.

Definicion 2.2.1. Sea f una funcién

1. La recta x = ¢ es una asintota vertical de f si lim,_,.+ |f(x)| = o0 0 lim,_,.- | f(z)| =
0.

2. Larecta y = b es una asintota horizontal de f silimy_ o0 f(z) = b0 lim,,_o f(x) =
b.

3. La recta y = ax + b es una asintota oblicua de f si

(a) lim @:ay lim (f(z)—az)=0,0

r—+oco I Tr—400
o fl@) : _
(b) ml{r_noo Yy 27llf_noo(f(%) —ax) =b.

Notemos que una asintota horizontal es un caso particular de una asintota oblicua con
a=0.
(1+a)!

Ejemplo 2.2.2. Determinar las asintotas de f(x) = A=)
—x

SoLuciON: Cuando x = 1, el denominador es 0 y el numerador es distinto de 0. El
dominio de f es R — {1}. Vamos a chequear que z = 1 es una asintota vertical de f:

4
lim 7(1 +2) =
z—1% (1 — 1/‘)4

Por otra parte
o LFD g, ek DU
T—+00 (1 — $)4 T—+00 (1/1’ — 1)4
por lo tanto y = 1 es una asintota horizontal en +00. De la misma manera, y = 1 es una
asintota horizontal en —oo. No hay otras asintotas oblicuas (la gréfica de f puede tener a
lo sumo dos asintotas oblicuas, una por la izquierda y otra por la derecha).
33 — 2

Ejemplo 2.2.3. Determinar las asintotas de f(x) = 5
x




SoLucION: El dominio de f es R — {0}. Vamos a chequear que z = 0 es una asintota
vertical de f.

o 323 —2 . 2 . .
lim 57— = lim 3z — —) = lim 3z — lim — = —oc0.
z—0Ef T z—0% T z—0% z—0t T

Asi, x = 0 es una asintota vertical de f. Por otro lado

32
lim 3z = lim 3z — —) = +oo
r—Foo I T—=Fo00 x

por lo que la grafica de f no tiene asintota horizontal. Vamos a estudiar ahora las asintotas
oblicuas:

32 2
o= tim 2 _ oy 2y <3 ):3,

r—t+oo I r—to0 x3 r—+o0 B x3
. . 3z% —2 . 2
b=t (1) 0 = i (M ) = i (<) <o

Concluimos que y = 3x es una asintota oblicua tanto en +00 como —oo.

2.3 Continuidad

Los limites mas sencillos de evaluar son aquellos donde intervienen funciones continuas.
Intuitivamente, una funcién es continua si podemos dibujar su grafica sin levantar el lapiz
del papel.

Definicién 2.3.1. Una funcién f: R — R es continua en csi c € D(f) y

lim f(z) = (o).

Tr—C

Por consiguiente, f es discontinua en c si bien f(c) no esté definida o bien si lim,_,. f(z)
no existe o lim,_,. f(x) # f(c). De la misma forma podemos definir la continuidad lateral
de f en c,

Definicién 2.3.2. Una funcién f: R — R es continua por la derecha en ¢, si c € D(f) y

lim () = f(c).

r—ct

y f es continua por la izquierda en ¢, si c € D(f) y

lim f(z) = f(c)

T—Cc

Obviamente, una funcién f es continua en c si lo es por la derecha y por la izquierda a
la vez.



2.3.1 Propiedades de las funciones continuas
Sean f y g ambas funciones continuas en ¢. Entonces las siguientes funciones son también
continuas en c.

1. Suma. f+g.
2. Producto por un escalar. \f, A € R.
3. Producto. fg.

4. Cociente. f/g, siempre que g(c) # 0.

2.3.2 Limite y continuidad de una funcién compuesta

Teorema 2.3.3. Sean f,g funciones de R en R y sea ¢ € R. Si g es continua en L y
lim, . f(z) = L, entonces

lim g(f(z)) = g(lim f(z)) = g(L).

r—C Tr—cC
Si la funcién f es continua en c, entonces, llamando L = f(c) el resultado anterior se
convierte en:

Corolario 2.3.4. Sea f una funcién continua en c y g continua en f(c). Entonces, la
funcion compuesta g o f es también continua en c.

Ejemplo 2.3.5. Evaluar los siguientes limites:

o lim 2OED)

z—0 x x—0

= limIn(1+2)/* =In (lim(l + l‘)l/x> =Ine=1.
z—0

Notar que la funcién In (-) es continua en e, por lo que podemos aplicar 2.3.4.

Coat—1 . z . z
e lim =lim ———=Ina(lim ——— ) =Ina.

=0 T 2—0 1n§1+z) z—0 In (1 + Z)
na

En lo anterior hemos cambiado la variable z = a*—1, de maneraque z = In (1 + z)/Ina,
and hemos utilizado el valor del limite calculado previamente.

2.3.3 Continuidad de funciones elementales

Se dice que una funcién es elemental si esta puede ser obtenida por medio de un nimero
finito de operaciones aritméticas elementales y superposiciones de funciones elementales
basicas. Las funciones y = C' = constante, y = z%, y = a®, y = Inx, y = €%, y = senx,
y = cosx, y = tanz, y = arctanx son ejemplos de funciones elementales. Las funciones
elementales son funciones continuas en sus dominios.

Ejemplo 2.3.6.

1. La funcién f(x) = v/4 — 22 es la composicién de las funciones y = 4—22 y f(y) = yt/2,
que a su vez son funciones elementales, por lo que f es continua en su dominio, esto
es, en D = [—2,42].

2. La funcién g(z) = ﬁ es la composiciéon de la funcién anterior f y la funcién
g(y) = 1/y, por lo que ella es elemental y continua en su dominio, D(g) = (-2, +2).



2.3.4 Continuidad de la funcién inversa

Una funcién uno a uno (también llamada biyectiva) no tiene por qué ser continua. Por
ejemplo, la funcién siguiente

1, siz=0;
flx) =< =z, si0<xz<1; es biyectiva considerando que su dominio e imagen es el
0, sixz=1.

intervalo [0, 1].

Puede comprobarse que f(z) no es continua, y su inversa, f~!(z), que es ella misma,
tampoco es continua.

Sin embargo, eso no puede suceder si la funcién f(x) fuera continua, como prueba el
siguiente teorema:

Teorema 2.3.7. Sea f: I — J continua y biyectiva. Entonces:
a) [ es estrictamente creciente (o decreciente), y

b) su inversa f~1 es también una funcién continua.

OBSERVACION: Obviamente, f~! es también estrictamente creciente (o decreciente),
segtn lo sea f.

1

224z —2 o
322 — 3z

Ejemplo 2.3.8. Demostrar que lim1 arctan (
T—

SOLUCION: La funcién arctan = tan~! es continua como acabamos de ver. Luego,
aplicando el teorema 2.3.3:

I ¢ 24+r—2 - ¢ . 2 4+r—2
Ly aretan 322 — 3z T arctat{ Jun 322 — 3x

— arctan (ibml W)

2
= arctan <lirn T >

z—1 3x

= arctanl

2.3.5 Teoremas de continuidad

Las funciones continuas poseen propiedades interesantes. Diremos que una funcién es con-
tinua en el intervalo cerrado [a,b] si es continua en todo punto x € (a,b) y ademés es
continua por la derecha en a y por la izquierda en b.

Teorema 2.3.9 (Teorema de Bolzano). Si f es continua en [a,b] y f(a)- f(b) <0, entonces
existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Ejemplo 2.3.10. Demostrar que la ecuacién 23+ —1 = 0 admite una solucién, y encontrar
la solucién con un error menor a 0.1.



SoLUCION: Si f(z) = 234z —1, el problema es mostrar que existe un c tal que f(c) = 0.
Queremos aplicar el teorema de Bolzano. Primero, f es continua en R. Luego, podemos
identificar un intervalo adecuado I = [a,b]. Note que f(0) = =1 <0y f(1) =1 > 0 asf,
existe una solucién ¢ € (0, 1).

Ahora, para hallar una valor aproximado de ¢, usamos un método de biseccion de la
siguiente manera: consideramos el intervalo [0.5,1]; f(0.5) = 1/841/2—1 <0y f(1) > 0, asi
c € (0.5,1). Escogemos ahora el intervalo [0.5,0.75]; f(0.5) < 0y f(0.75) = 27/64+3/4—1 >
0 asi, ¢ € (0.5,0.75). Sea ahora el intervalo [0.625,0.75]; f(0.625) ~ —0.13 y f(0.74) > 0
asi, ¢ € (0.625,0.75). La solucién es aproximadamente ¢ = 0.6875 con un error maximo de
0.0625.

El teorema anterior, conocido como de Bolzano (o de los ceros) puede generalizarse a
todos aquellos valores intermedios entre f(a) y f(b), como demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.11 (Teorema de los valores intermedios). Sea f continua en [a,b]. Para cada
valor intermedio k entre f(a) y f(b), existe xy, € [a,b] tal que f(xy) = k.

Nota 2.3.12. Por valor intermedio queremos decir que f(a) < k < f(b) o bien f(b) < k <
f(a).

DEMOSTRACION: basta con considerar la funcién g(x) = f(x) — k. Entonces,
g(a) <0< g(b) o bien g(b) < 0 < g(a).
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcién g, existe xy € [a,b] tal que g(xg) = 0, o lo
que es lo mismo, existe xy € [a,b] tal que f(zy) = k.

El siguiente resultado es muy 1util cuando se quiere calcular la imagen de una funcién
continua.

Corolario 2.3.13. Sea f una funcion continua, no constante y definida sobre un intervalo
I (no necesariamente cerrado ni acotado). Entonces, J = Im(f) es un intervalo.

OBSERVACION: es importante notar que, si I posee cierta propiedad, no tiene por qué
tenerla J.

Ejemplo 2.3.14. f(x) = 1/z es continua sobre I = (0, 1] acotado, pero J = Im(f) = [1,00)
no es acotado.

Ejemplo 2.3.15. f(z) = 1/x es continua sobre I = [1, 00) cerrado, pero J = Im(f) = (0, 1]
no es cerrado.

Sin embargo, si el intervalo I es compacto, es decir, cerrado y acotado, entonces su
imagen J también lo es.

Ese resultado, conocido como teorema de Weierstrass, es el mas importante del Tema 2.

Teorema 2.3.16 (Teorema de Weierstrass). Si f es continua en [a,b] , entonces existen
puntos c,d € [a,b] tal que
fle) < f(z) < f(d)

para todo x € [a,bl.

10



El teorema afirma que una funcién continua en un intervalo cerrado alcanza un valor
minimo (m = f(c¢)) y un valor maximo (M = f(d)). El punto ¢ es llamado minimo global
de f en [a,b] y d es llamado mdzimo global de f en [a,].

Ejemplo 2.3.17. Demostrar que la funcién f(z) = 22 + 1 definida en el intervalo cerrado
[—1, 2] alcanza méximo y minimo global en dicho intervalo.
SOLUCION: La grafica de f se muestra a continuacién.

10

Podemos apreciar que f es continua en [—1, 2], en realidad, es continua en todo R, y f
alcanza su valor maximo en x = 2, f(2) = 5 y su valor minimo en = = 0, f(0) = 1 en el
intervalo [—1,2].

Ejemplo 2.3.18. Las hipotesis en el Teorema de Weierstrass son esenciales.
e Intervalo no cerrado o no acotado.

— Sean I = (0,1] y f(x) = 1/z; f es continua en I, pero no tiene maximo global.

— Sean I = [0,00) y f(x) = 1/(1+ x); f es continua en I, pero no tiene minimo
global, dado que lim,_,~ f(x) = 0, pero f(x) > 0 es estrictamente positiva para
todo x € 1.

z, si0<ax<l;
0, siz=1.
minimo global en x = 0, pero no hay maximo global, dado que lim,_,;- f(z) = 1 pero
f(z) <1 para todo = € I.

e La funcién no es continua. Sean I = [0,1] y f(z) = { ; f tiene un

11
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