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Introduccion

@ Los sistemas de comunicaciones comenten errores

(P = PLAl # A (BER = P{B,I0 # B}

@ Objetivo de un sistema de comunicaciones
» BER < Calidad
@ Alternativas para reduccion de los errores
» Aumentar la energia/potencia de la senal
* Limitaciones: Econoénicas, fisicas, legales, interferencias, ...
» Teorema de codificacion de canales con ruido (Shannon)
* Introduccién de bits de redundancia
* Tasa de codificacion: R
. namero de bits de informacion }
numero de bits transmitidos (info+redundancia)

* Capacidad del canal: C (bits/uso)
* Posibilidad de reduccion de la BER de forma arbitraria

—
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Teorema de codificacion de canal

Codificador Decodific.
DMC DMC

pvmc MYerTeeT TTees
12 k 12 n 12 n 12 k

DMC: Discrete Memoryless Channel

Tasa del codigo: R = S
Teorema de codificacion de canal (Shannon 1948):
[Capacidad de canal (DMC): C = max I(X, Y)}

px(xi

I(X,Y): informacién mutua entre la entrada X y la salida Y del canal

@ Silatasa de transmisién R es menor que C, entonces para cualquier
d > 0 existe un cdédigo con una longitud de bloque » suficientemente
larga cuya probabilidad de error es menor que ¢

© SiR > C, la probabilidad de error de cualquier cédigo con cualquier
longitud de bloque esta limitada por un valor no nulo

© Existen codigos que permiten alcanzar la capacidad del canal R = C

i
wm| St [(HOSO Marcelino Lizaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 4/70



Capacidad de canal - Canales digitales

@ Modelo de canal discreto sin memoria (DMC)

» Entrada y salida: variables aleatorias X e Y
» Probabilidades de transicion pyx (yj|x:)

@ Capacidad de canal
[C =maxI(X,Y) bits/uso}

px(xi)

» Ejemplo: Canal binario simétrico (BER = ¢)

1—¢
X0 e ® )0

X] e * Vi
1—¢

[c — 11— Hy(e) = 1 - Q(e) bits/uso]
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Ejemplo - Canal binario simétrico

@ Modelo para canal digital binario con BER = ¢
@ Calculo de la informacién mutua entrada / salida

( 7

1
1(X,Y) =H(Y) — H(Y|X) = H(¥) = 3" px(x) H(¥|X = x)
i=0

1 1
=H(Y) = > px(x) |= D pyx(ylx) logpyx (%)
i=0 =0
1

=H(Y) = Y px(x;) [~ log(e) — (1 —¢) log(1 —¢)]

i=0

1
=H(Y) = > px(xi) Hy(c) = H(Y) — Hy(e)

L =0 J

@ Calculo de la capacidad de canal
» Se busca el maximo de la informacion mutua
* Para este canal, se obtiene cuando H(Y) es maxima

* H(Y) es maxima cuando los simbolos de salida son equiprobables
* Para este canal, ocurre cuando los simbolos de entrada son equiprobables

[c — 1 — Hy(e) bits/usoj [px(xo) — px(n) = ﬂ

Universid
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Entropia binaria: H,(p) = Q(p)
@ Variable aleatoria binaria
> Alfabeto: {xo, x; }
> Probabilidades: {px(x0) =p, px(x1) =1-—p}

H(X) = Hy(p) = Qp) = — p log,(p) — (1 — p) log,(1 —p)

—p log, G}) +(1=p) log, (ﬁ) bits/simbolo
1
0.9
0.8
| |/ \
05—/ \
s/ \
oo/ Qp) =00 Fp \
or If \

0

Q(p)

Entropia binaria Hy (p)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Probabilidad p

@ Valor maximo: max §2(p) = 1 bit/simbolo
> Se alcanza para p = 0,5 (valor de referencia)

Universid
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Capacidad de canal para el canal gausiano

@ Modelo de relacién entrada salida en un canal gausiano
Y=X+Z

Z es una variable aleatoria gausiana, de media nula y varianza Pz
@ Capacidad de canal en las siguientes condiciones:
» Potencia transmitida: Py watt.
» Ancho de banda: B Hz
* Potencia de ruido: P; = Ny B watt.
@ Calculo a través de la informacion mutua

C= mix I(X,Y)
fx(x) | EIX*]<Px

Restriccion E[X?] < Px dada por la limitacién en potencia
@ Resultado

Py )
C=B1 1+ — ) bits/s
0g, ( + NOB)

Se obtiene para fx(x) gausiana
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Capacidad de canal para canal gausiano (ll)

Capacidad sobre canal gausiano en
las siguientes condiciones:

@ Potencia transmitida: Py watt.

@ Ancho de banda: B Hz

» Potencia de ruido: Pz = NyB watt.

Capacidad: numero de vectores para n
usos sin solapamiento dado el ruido

Py n/2
M = 1 —_—
( - Pz)

log, Mys 1 PX)
C= 22" = —1 14+ —=
n 2 ng( Pz

Hiper-esfera n-dimensional: radio +/nPx C= ! log, (1 + i) bits/uso
2 NoB

Hiper-esfera n-dim.: radio /n(Px + Pz)

Px ’
C=B1 1+ —— ) bits/s
ng( * NOB)

—
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Capacidad del canal gausiano - Evolucion

_ Px
[C = B log, <1 I NOB> bItS/S}

@ La capacidad depende de dos parametros de diseno

» Potencia de la senal transmitida, Px
» Ancho de banda disponible en Hz, B

@ Capacidad de canal en funcién de la potencia transmitida Py

Iim C =
Px—o0

» Se puede aumentar C de forma arbitraria aumentando Py
» Aumento lineal de C requiere aumento exponencial de Py

@ Capacidad de canal en funcion del ancho de banda (B Hz)

[Bll_{IoloC = —logz( ) =144 No

> EI incremento de B no permite un incremento arbitrario de C
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Limites para la transmision en un canal gausiano

Tasa de transmision binaria Relacién sefal a ruido

Ry bits/sﬂ @: % — A%«B

C =B log, (1 + 1%) bits/s

= & bits/s/Hz E, _ Py _ Py ., B _ SNR

- . =L = = =X x = = 27
! B E, = % J/bit No RyNo NoB ™ Ry n
Tasa binaria espectral

e . : . Relacién E;, sobre N,
(Eficiencia espectral) Energia media por bit I b 0

@ Sistema de comunicaciones practico
R, < C — R, < B log, (1 + SNR) bits/s
» Dividiendo por B en ambos lados y reordenando

Ep
{n<log2(1+SNR), n < log, (1+17 N)}
o

E, 271
SNR>21—1, > -
No Ui

E
[Si n — 0 entonces N—b =In2=0,693 ~ —1,6 dB}
0

—
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Tasa binaria espectral frente a £, /N,

Ep Ey _
@ Se representa sobre el plano n vs $ la curva 3 =

271

> Divide el plano en dos regiones: sistemas con R, < C (practicos) y con R, > C

n =% bits/s/Hz

1
1
' R, >C
1
;7 107 -
]
1
' R, < C
1
1
1
1
1
1
o
. 5 10 15 20
1
1
1
1
1
1
1
1
: 1
T 10~
~1,592
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Relacion senal a ruido normalizada

@ Cota inferior para SNR

{SNR > 21 — 1}

@ Definicion de SNR normalizada

SNR

SNRnorm o
2n — 1

@ Cota inferior sobre SNR,,,m
SNRyym > 1(0B),

—
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Tipos de codigos

@ Mecanismo de introduccion de la redundancia
» Cddigos bloque
* Bloques de k bits se codifican de forma independiente
* Diccionario del cédigo: k bits sin codificar / n bits codificados
* Concepto clave: distancia entre palabras codigo
* Ejemplo: codigo de repeticion de orden n — 1
Bits sin codificar (k = 1)  Bits codificados ()
1 1.1
0 00...0

» Cddigos convolucionales
* Codificacion continua mediante filtrado digital
@ Capacidad del cédigo
» Codigos de deteccion de errores
» Cdbdigos de correccion de errores
@ Estadistico para la decision
» Salida dura: decodificacion a partir de los bits decididos C[/]
» Salida blanda: decodificacién a partir de la salida del
demodulador g[n]
* Mejores prestaciones pero mayor complejidad
orrado de bits: se “marcan” los bits/simbolos dudosos
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Salida blanda / salida dura

@ Diagrama de bloques del transmisor

By[m] Codif. Cl] . Aln] x(1)
Canal Codif. Modulador ——

@ Diagrama de bloques del receptor

r(t gln A
® Demod. I Receptor i Decodif.

'Q‘>
s

@ Decodificador de canal: salida blanda / salida dura

Salida blanda Salida dura
all | pecodif. |BslY ClA | Decodif. |Bsl]
Canal Canal

By, [m]: bits de informacion (sin codificar)
C[¢]: bits codificados

Marcelino Lazaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 15/70



Salida dura / salida blanda

@ Ejemplo: cédigo repeticion orden 2, modulacion 2-PAM
> Asignacion binaria sobre la constelacion: 0 = —1/1 = +1
> Observacion blanda: ¢ = [—0,01, +1,2, —0,05]
» Observacion dura: ¢ = [0, 1, 0]

@ Decodificacion
» Decodificacién dura: por mayoria B = 0
» Decodificacién blanda: comparar la observacion ¢ con:

(a0 =1=1.—1,=1)) y (@ = [+1,+1,41])
[d(q,qo) = \/(—0,01 —(=D))2+ (+1,2—=(-1))2+ (=0,05 = (-1))> = 2,59}

[d(q,ql) = /(20,01 — (+1))? + (+1,2 = (+1)) + (<0,05 — (+1))? = 1,47}

@ Probabilidad de error para una BER=¢ sobre la 2-PAM
> Salida dura

ura __ —_ = # B E
{Pg =32(1-0)+2, E—Q< N0/2>_Q< ZN")}

> Salida blanda

landa __ d(q07 q ) _ \/g _ 6ES
-o (80 -< () -<(V%)

—
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Salida dura / salida blanda

107!
1072
1073
10~*
1073
10°

1077

Bit Error Rate (BER)

Sin codificar
Codificada (Salida Dura)
Codificada (Salida Blanda)

2 3 4
¥ (@B)

No
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Ganancia de codificacion

@ Definicion: diferencia en decibelios entre las relaciones
E, /Ny necesarias para alcanzar una determinada BER sin
codificar y utilizando la codificacion

» E,: Energia media por bit de informacién
@ Permite comparar las prestaciones de distintos codigos
@ Depende de la BER (0 de E,/Ny)

» Habitualmente se referencia a un valor concreto de E; /Ny

@ Puede ser positiva a partir de un cierto valor de E, /N,

—
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Ganancia de codificacion

Sin codificar

Codigo

i
@ | N
Gy = —2,75dB
L Gp = +5,5dB |
0 5 4 10 15 5 20 25
£ (dB)
A=175dB B=175dB

—
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Codigos bloque - Definiciones

@ Codificacion independiente de bloques de & bits
» Conversion en bloques de n bits — Tasa R = k/n

@ Definiciones para los blogues de bits
> Informacion:

[b,- = [B:[0],bi[1],- -+ ,bilk—1]], i=0,1,--- 2k — 1]

» Codificados:

¢ = [cilo], cil1], -+ yeiln— 1], i=0,1,--- , 2% — 1]

» Diccionario del codigo: mensaje (palabra sin codificar) — palabra cédigo

biﬁc,-

@ Peso de una palabra codigo | w(c;)

> Numero de unos de la palabra

@ Distancia de Hamming entre dos palabras cédigo m
> Numero de bits diferentes entre ambas palabras

@ Distancia minima del codigo: |d?. = d.,

> Minima distancia de Hamming entre dos palabras cédigo distintas

—
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Codigos bloque - Ejemplo

@ Diccionario del cédigo para un cédigo bloque k =2, n =6

i ‘ b,‘ ‘ C;
0| 00 | 001110
1|01 | 010011
2
3

10 | 100100
11 | 111001

@ Peso de las palabras

[w(co)=3, wie) =3, w(es) =2, W(c3):4]

@ Distancias de Hamming entre dos palabras
d(Co,Cl) :4, d(Cl,Cz) =5
d(cg, ) =3, d(cy,c3)=3

4

@ Distancia minima del codigo
dmin =3

—
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Estimador 6ptimo - Salida dura
@ Observacion condicionada a la transmisién de ¢;

[r=ci+e e= [0 elll, - eln— 1]

@ Modelo probabilistico del patron de error (BER = ¢)

[I’Em(e[ﬂ) (1 —e)t=ell = {187 Z[[ﬁ:(l)}

@ Verosimilitud (probabilidad condicional de la observacion)
> Error: e[j] = r[j] — c[j]
» Verosimilitud para cada bit dado el bit de la observacion r[j]

(Prgpicn CUIel) = &7 (1 = o' =<l = rl1=all (1 — o)1~ Cli-alD) ]

> Verosimilitud de una palabra cédigo para la observacion r

pric(rle) = Hsflﬂ all (1 — g)l=Cli—all)

@ Estimador de maxima verosimilitud (ML)
[é =¢; = argmind’ (r, ci)}
C;
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Capacidades de deteccion y correccion con salida dura

@ Prestaciones dependen de distancias de Hamming
» Un error no sera detectado si los errores de transmision lo
transforman en otra palabra del cédigo
» Un error ocurre cuando el nimero de errores en la transmisiéon de
la palabra codificada hace que la palabra recibida esté a una
menor distacia de Hamming de otra palabra del cédigo
@ Prestaciones determinadas por la distancia minima del
codigo: d,i,
» Capacidad de deteccion (en n bits):

[d = dmin — 1 errores}

» Capacidad de correccion (en n bits):

{t - meZ_lJ errores}

—
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Estimador 6ptimo - Salida blanda
@ Depende de la constelacion y de la asignacion binaria

» M simbolos: m = log, (M) bits/simbolo
@ Secuencia de simbolos para una palabra cédigo
Lci _>Ai = [A,[O],A,[l], o0 7Ai[l’l/ — 1]], I’l/ = }

m

@ Modelo probabilistico de la observacion condicionada a transmitir ¢;
[q —Aite e=[ef0],ell], - el — 1]]}
@ Modelo probabilistico del error:
[fetel) =N (0,02)]
@ Verosimilitud (probabilidad condicional de la observacion):
[faalalt) = N 2|
@ Estimador de maxima verosimilitud: minimizar distancia euclidea
[é —¢, i=agmin dE(q,Ai)}

—
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Ejemplo de codigo bloque y asignacion de simbolos

@ Diccionario del codigo para un codigo bloque k =2 n = 6

@ Asignacién de simbolos depende de la constelacion y asignacion binaria

i C;

0 001110
1 010011
2 100100
3 111001

Ejemplo A: 2-PAM (n’ = n) Ao = lag, a0, a1, a1,a1,a0] = [=1, =1, +1, +1, +1, —1]
0 1 Ay = [ag,ay,0a0,a0,a1,a1] = [—1,+1, =1, =1, +1, +1]
o o Ay = [a1,a9,a9,a1,a9,a0] = [+1, =1, =1, +1, =1, —1]
—2a 0 a +2 A3 = [ay,ay,a1,a0,80,a1] = [+1, +1, +1, —1, —1, +1]
Ejemplo B: 4-PAM (n’ = %) Ag = [ag,a2,a3] = [-3, +1, +3]
00 01 1 10 Ay = lay, a0, @] = [—1, =3, +1]
Ay = [a3,a1,a0] = [+3, -1, 3]
a —2 a (O a +2 az Az = [ay,a3,a] = [+1, +3, —1]
i - 4- r—_n —1 1 1
Elomplo : 40AM 07 = 1) 10— e~ [ ][], [2]
01 10 —1 —1 1
e ~ o Alz[alv‘l(),a’l]:[[+l]1|:7l 1H
a1 as +1] [-1 1
Azi[asylll,ao]:[[ },[ , H
—+1 —+1 1
. . +1] [+1 1
o | a 4=l = [[51]. [13] [31]]
v | 5130 [0

Marcelino Lazaro, 2023
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Ejemplo de decodificacion sobre salida blanda
@ Diccionario del codigo para un codigo bloque k =2 n = 6

i C;

0 001110

1 010011

2 100100

3 111001

@ Asignacién de simbolos
Ejemplo A: 2-PAM (n’ = n) Ao = [ag, a9, a1, ay, a1, a0] = [=1, =1, +1, 41, +1, —1]
0 1 Ay = [ag,ay,0a0,a0,a1,a1] = [—1,+1, =1, =1, +1, +1]
o ® Ay = a1, a0,0a0,a1,a0,a0] = [+1, =1, —1,+1, =1, —1]
—2a 0 @ 42 Ay = o, a,a1,a0,a9,a1] = [+1,+1,+1, =1, =1, +1]
n | 0 1 2 3 4 5

q[f] | 408 —12 —07 402 —05 —1,1

d(g, 4) = \/(+0,s — (=) + (—1,2 = (=) + (—0,7 — (+1))? + (+0,2 — (+1)) + (—0,5 — (+1))* + (—1,1 — (—1))? = /0,07
d(g, A) = /(40,8 — (=D + (= 1,2 = (+1))* + (=0,7 — (=1)* + (+0,2 — (=1))* + (=0,5 — (+1))* + (= 1,1 — (+1))* = V16,27
d(g, A;) = \/(+0,x = (D) A+ (= 1,2 = (=) + (0,7 — (—1))* + (40,2 — (+1))* + (—=0,5 — (= 1))* + (= 1,1 — (=1))* = /1,07
d(g, A;) = \/(+0,s = (+1)) + (—1,2 = (1)) + (—0,7 — (+1))* + (+0,2 — (—1))* + (—0,5 — (—1))* + (—1,1 — (+1))* = /13,87

Decisién: ¢ = ¢, = 100100

uc3m
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Ejemplo de decodificacion sobre salida blanda (ll)
@ Diccionario del codigo para un codigo bloque k =2 n = 6

C;
001110
010011
100100
111001

W = O~

@ Asignacién de simbolos

Ejemplo B: 4-PAM (n’ = %) A = [ag, a2, a3] = [-3, +1,+3]
00 01 11 10 Ay = [ag,a,a0] = [—1, =3, +1]

Ay = [a3,a1,a0] = [+3, -1, 3]
4 24 0 @ 42 @ A3 = [ay,a3,0] = [+1, 43, 1]

n | 0 1 2
q[] | 408 +22 —0,7

d@,40) = V(+0,8 — (=3)% + (422 — (+1)2 + (—0,7 — (+3)2 = /38,57
d(g.A) = J(H08 = (=12 + (2.2 — (=32 + (=07 — (+1)2 = V35T
d@,42) = V(+0.8 — (4302 + (2,2 = (=1)2 + (=0,7 — (=3))2 = /20,37

dg,43) = V(+0.8 — (+1)2 + (42,2 = (+3)2 + (=0,7 — (—=1)2 = V0,77

Decision: ¢ = ¢35 = 111001

iversdod
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Caodigos bloque lineales
@ Codigo C(k,n)
@ Base del codigo: k palabras cédigo linealmente independientes

[{go,gh'" 7gk71}}
(2 =00 01).--- s~ 1]

@ Palabra cédigo: combinacién lineal de los k elementos de la base
[Ci = b;[0] go + bi[l] g1 + -+ + bk — 1] gkﬂ]

Coeficientes de la expansién: k bits de informacion (sin codificar) b;[¢]

@ Propiedades
> Todos los elementos de la base pertenencen al codigo

[ci —g swb) =1, b= 1]

[co =0=10,0,--- ,O]] pertenece al cédigo

v

Toda combinacién lineal de palabras cédigo € C(k,n)
Todas las palabras del cédigo tienen a otra palabra a distancia dy,
Por tanto, ¢ tiene otra palabra a d,i,

dpmin = min w(c;
= min w(e)

vwvyy

—
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Matriz generadora del codigo

@ Agrupacion de la base en una matriz k x n

) g0[0]  go[l] goln — 1]
G— g1 _ 1[0] gl.[l] gi[n — 1]
g1 8k—1[0] g1ll] -+ galn—1]

@ Obtencion de las palabras codigo

@ Codigos sistematicos: el mensaje b, forma parte de ¢;
[Ci = [b,‘pl] — G = [Ik’P]j

[ci: pilb] — G = [P|1k]j

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Matriz generadora del codigo - Ejemplo

e Codigo C(2,5)

01110
G:[l 010 1H
@ Palabras cédigo

b,’ C;
0000000
01110101
1001110
1111011

@ Cddigo sistematico

@ Distancia minima del cédigo: d,.;, = 3
» Detecta 2 errores (en n = 5 bits)
» Corrige 1 error (en n = 5 bits)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Matriz de chequeo de paridad
@ Matriz (n — k) x n: complemento ortogonal de G

[G H" = 0 matriz de k x (n — k) ceros}

@ Cddigos sistematicos
[G _ [P — H— [PT|1,£_,C]}

[G =[PL] - H= [Ink‘PTﬂ

@ |dentificacién de palabras codigo
[c,- H” =b, GH" =0 vectorde n — k ceros}

@ Decodificacién mediante sindrome
» Modelo de transmision: (e: patron de error)

» Sindrome

[s:rHT:(ci—i-e)HT:eHT}

... » Decodificacion: Tabla de sindromes
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Matriz de chequeo de paridad y tabla de sindromes - Ejemplo
1 0 0] 01
G:[?é i’é?]%H: 01 0|10
00 1] 1 1
@ Tabla de sindromes:
(3 S
00000 | 000
10000| 100
01000 |010
00100 [001
00010011
00001 [101
$? 110
$? 111

s =110 — e; = 11000, e; = 00011, e3 = 10110, e, = 01101
s =111 — e; = 10010, e; = 01001, e3 = 11100, e; = 00111

Solucién: elegir uno de los dos patrones de ¢t + 1 = 2 errores (e; 0 e;)
> Que haya dos bits erréneos es mas probable que haya tres 0 mas errores

—
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Decodificacion por sindrome

@ Proceso de decodificacion alternativo y equivalente a
maxima verosimilitud sobre salida dura

» Pasos a seguir:

@ Calculo del sindrome
© |Identificacion del patrén de error (tabla de sindromes)

© Correccion de errores (decision de palabra codigo)

@ Decodificacion

Mas sencillo en cédigos sistematicos

—
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Ventaja de trabajar con G y H y con codigos sistematicos

@ Implementacion del codificador y del decodificador
» Numero de palabras del cddigo: 2¢
* k=2,n=>5
- 4 palabras
* k=247, n =255 (Codigo de Hamming)
- 227 ~ 226 107 palabras
» Numero de sindromes posibles: 2"—*
* k=2,n=5(t=1)
- 8 sindromes
* k=247, n=255(t=1)
- 256 sindromes
@ Alternativa: cédigos estructurados
» Implementacion mediante registros de desplazamiento
* Definicion mediante polinomios generadores

—
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Método de eliminacion - Ejemplo
@ Método para obtener una matriz de chequeo para un cédigo no
sistematico

@ Sustitucién de filas por combinaciones lineales de otras
> 12fila: 12422 filas
> 22 fila: 12 fila

@ Codigo C(2,5)

@ Palabras cédigo

b," C; b:‘ C;

00100000 0000000
01110101 — 01101110
1001110 1011011
1111011 11110101

@ Mismas palabras cédigo / distintas asignaciones
» La misma matriz H es valida para generar la tabla de sindromes

—
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Limite de Hamming
@ NuUmero de sindromes con redundancia r = n — k:

@ Limite de Hamming: para corregir ¢ errores la minima
redundancia necesaria es

r>log, V(n,1), V(n,1) = Z (")

J=0 J

» V(n,t): Esfera de Hamming de radio ¢
@ Interpretacién con numero de sindromes disponibles

(0) () -+ () ==

» Igualdad: Codigos perfectos
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Caddigos perfectos
@ Cddigos de repeticion (decisidn por mayoria)
> [n impar, k=1,t= "T (dmin = n)]
@ Cadigos de Hamming
» Param > 3, [nzZm—l,k:T”—m—l,t: 1 (dm,-,l:3)]

* Redundancia:
» Matriz de chequeo: en las n columnas aparecen todas las
posibles combinaciones binarias de (n — k) bits, excepto la

todo ceros
* Ejemplo: Cédigo Hamming (4,7)

9
1 0 0O
= 1 0 1
0 1 1

0
0

—_—O =
S = =
—_—
| — |

@ Cadigo de Golay
> [n:23,k= 12,t:3(dmm:7)]
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Cadigo de Golay

@ Matriz generadora sistematica

@ Cddigo de Golay extendido

8, (detecta d = 7 errores)

min =

> Se afiade un bit de paridad: d,

*  No es un cédigo perfecto

> Codigo k = 12, n = 24, tasa R

1
2

38/70
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Prestaciones - Decodificacion dura

@ Probabilidad de error de bit (BER) en la transmisién: ¢
» Se comenten errores cuando se excede la capacidad de
correccion del cédigo

@ Cadigo perfecto de correccion de hasta r errores en n bits

Pe 3 () u-ar

e=t+1

@ Cadigos no perfectos que corrigen:
» Todos los patrones de hasta ¢ errores
» Y ademas a patrones de z + 1 errores

B, = Kri 1) —a} (1 = g)n= D) Z (Z) s (1— ey

e=1+2

@ Codificacion tipo Gray o pseudo-Gray para SNR alta

1
BER ~ %Pe

—
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Prestaciones - Decodificacion blanda
@ Probabilidad de error

dt.
Pe%cQ _mn
2 N0/2

» df. :minima distancia euclidea entre las secuencias de simbolos

min*

correspondientes a dos palabras cddigo diferentes
[dﬁm — min dE(Ai,A]-)}
i '

» ¢: maximo numero de palabras cuyas secuencias de simbolos
estan a distancia minima (euclidea) de la de una dada

@ En general, d£, depende de la constelacion y de la asignacion
binaria
» Modulaciones binarias (constelacién de 2 simbolos a y a;)

{dE(c,»,cj) = d*(ap,a;) d”(c,-,cj)j

dE(a() al)
P, ~c 7’\/d”'
Q(z Noj2 V™

—
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Codigos convolucionales

@ Conversor serie / paralelo (S/P)
@ Codificador convolucional
@ Conversor paralelo / serie (P/S)

By [m]

S/P

BO[/]

B[]

B(kfl) [Z]

T o—
et ‘ Sotiostt @ Marcelino Lazaro, 2023

Convolucional
k/n

c) ]

c[

cq

C(n—l) [a

OCW-UC3M Comunicaciones Digitales

P/S
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Codigos convolucionales

@ Introduccion de la redundancia mediante filtrado
» Introduccién de memoria

@ Tasa R = k/n: banco de filtros con
» k entradas
» n salidas

cOg

©)e — O)e —
b 1](DWB[£ 2}(DWB[Z 3]
J J J

cDg

@ Notacion:
» Entradas: | BY[¢] |,coni=0,1,--- ,k—1

» Salidas: | ¢[¢ |,conj=0,1,--- ,n—1

—
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Representaciones de los codigos convolucionales
@ Representacion esquematica - Ejemplo A

g

BO) ¢

( ] B0 1] r W B[ — 2 B[ -3
D D

A
e

@ Relacion entrada salidas (Analitica)
(cO1 = 8910+ BOW 1]+ B0 3]}

(el = BO1 + BOW — 1]+ BOLe 2] + BOp 3]

@ Representacion de secuencias con polinomios en D - Transformada D
(D) =Y BOY Dz}
4

» Propiedad de la representacion en D respecto a retardos
[B(i) [¢ — d] + BYD (D) de
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Representaciones de los codigos convolucionales (Il)
@ Notacion mediante polinomios en D

[c@) (D) =B"(D){1+D+D? }}
[C“) (D) =BOD){1+D+D*+ D3}}
@ Notacion matricial (polinomios):
[C(D)un = B(D)1x« G(D)anj

@ Matriz generadora de tamano & x n
» Cada elemento es un polinomio en D
» Elemento fila i columna j: contribucién a la salida j-ésima de la
entrada i-ésima
» Ejemplos
* Ejemplo anterior (A):k=1,n=2

[G(D): [1+D+D°, 1+D+D2+D3]1X2]

* Otro ejemplo (B):k=2,n=3

[1+D D D}
D 1 D],

G(D)

Universidad
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Paso a representacion esquematica - Ejemplo B
1+D D D
{G(D):[ er) 1 D] }
2x3

@ Numero de entradas del banco de filtros:
» Numero de filas de la matriz G(D): k =2

@ Numero de salidas del banco de filtros:
> Numero de columnas de la matriz G(D):n =3

@ Numero de memorias (elementos de retardo) de cada entrada:
» Maximo grado de los polinomios en su correspondiente fila: M(® =1, M(D =1

—
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Paso a representacion esquematica - Ejemplo C

_[1+D+D*> 1+D*> 1+D
{G(D)_[ D I 1—|—DLXJ

@ Numero de entradas del banco de filtros:
» Numero de filas de la matriz G(D): k =2

@ Numero de salidas del banco de filtros:
» Numero de columnas de la matriz G(D): n =3

@ Numero de memorias (elementos de retardo) de cada entrada:
» Maximo grado de los polinomios en su correspondiente fila: : M(©® =2, M(D =1

—
wm | St (OO0 Marcelino Lizaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 46/70



Parametros de interés

@ Memoria total del codigo: M,
» Numero total de unidades de retardo (memorias)

» Memoria de la entrada i-ésima:
[M@ - maxgrado<gu<D>>}
J

@ Longitud de restriccion: K

» Maxima longitud de la respuesta al impulso del codificador
(méaximo nimero de instantes de tiempo en los que un bit afecta a
la salida del codificador)

[K = 1 + méxgrado(g; (D)) = 1 + KE}
i

Kr: memoria de la respuesta al impulso del codificador
» En general las prestaciones aumentan con K

—
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Codigos sistematicos
@ Matriz de generacion
o) -k | PO
GD)=[PD) | 1]

» Las entradas se “copian” en algunas de las salidas
» Ejemplo (D)

e =[1 1+D+1Y)

D D
Q@ C(l)[€]¥

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Codigos sistematicos - otro ejemplo (E)

[ 1+D+D* 1+D* 1+D
{G(D)_{ D I 14D

—
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Diagrama de rejilla

@ Definicion del estado del codificador en un instante ¢
» Contenido de sus memorias (M, bits ordenados)

@,[g] =BOre—-1],--- ,BO@—m®,... BED_1),... B D ,M(kfl)”]

@ Diagrama de rejilla

v =% i+ 1))

@ Etiquetado de la rejilla
» Bits a la entrada (sin codificar) | Bits a la salida (codificados)

{B(O) [4,BNg,- -, B& g ’ cOg,cMig,--- ,C(”l)[ﬁ]}

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo - Convolucional F

@ Estado: [W] = [Bfe - 11,0 [6—2]H

@ Estados: [1/)0: [0,0]}, [wl _ [1,0]}, [1/12 ~ o, 1]}, [w = [1,1]]

o s 101
ST
Yo

Yln] 0100 fn+1]
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Ejemplo - Convolucional G

@ Estado: [W] = [Bfe - 11,0 [6—2]H

@ Estados: [1/;0: [0,0]}, [wl _ [1,0]}, [1/12 ~ o, 1]}, [w = [1,1]]

s 1]10

Yln] 0100 fn+1]

e Marcelino Lézaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 52/70



Ejemplo - Convolucional C

@ Estado: \W] =[O - 11,8910 - 2], BV — 1] ’

11/011

cO1g
BO[g
D D
cg
B[4
D
c@1y

[ 00[000 [+ 1]
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Cabecera y numero de transiciones en la rejilla
@ Codificacion de L bloques de k bits: [k x L bits (info)}

» Conversion serie / paralelo
* L instantes discretos para B [¢], ¢ € {0,1,--- L — 1}
@ Longitud de los bits codificados con informacion: n x L
@ Cabecera para inicializar el codificador
> [Cabecera de k x Kg ceros}
* Ceros en todas las k entradas para Ky instantes discretos
* Estado inicial: [@Z;[O] =1 =10,0,--- ,0]}

* Estado final: [z/;[LJrKE} =1 = [0,0,--- ,0]}
@ Numero de transiciones sobre la rejilla
[L + Kg transiciones}

@ Longitud de bits codificados para k x L bits de informacion
nXxL+ nxKg =(L+Kg)n
—~ =

bits info bits cabecera

Universidad
uc3m ‘ Carlos il . .
de Madrid © rmrww  Marcelino Lazaro,
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Secuencia de bits : camino a través de la rejilla
@ Convolucional F:k=1,n=2,Kr =2
» Cabecera de k x Kg ceros: 00 — W[O] = ¢Y[L+ Kg| = o

@ L =5, bloque de k x L = 5 bits: 2¥*L = 25 = 32 caminos

» Ejemplo: | By[m] = 11001

1,[)3 = [11] ° ° °

1/)2 = [01] °
Y1 = [10] .
o = [00]

o) il w2l 93 ¢I4] sl wle] 9[]

@ Secuencia codificada: n x (L + Kg) = 14 bits
[C[m’] =11101011 1101 11}

‘‘‘‘‘‘‘‘
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Decodificacion - Algoritmo de Viterbi

@ Recuperacion de la secuencia mas verosimil

@ Estados inicial/final
» Cabecera de referencia (habitualmente ceros “bit flushing”)

@ Salida dura (observacion: bits decididos R[m])
» Solucion: secuencia codificada C[m] a minima distancia de

Hamming de la observacién
* Métrica de rama en la transicion ¥ [¢] — ¥[¢ + 1]:

([ (k212010 &0Dp] [cO1.cV 1, - cD1g])
Distancia de Hamming entre observacién y bits codificados

@ Salida blanda (observacion: secuencia g[¢])
» Solucién: secuencia cuyos simbolos asociados estan a la menor
distancia euclidea de la observacion
* Métrica de rama:

Hay que tener en cuenta la constelacion y asignacion binaria para hacer la
conversion de las etiquetas de la rejilla basica a simbolos de la constelacion

(Al
> Mejores prestaciones con salida blanda
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Decodificacion con salida dura (Conv. F)
@ Secuencia recibida
(R[m'] =11101011 1101 11]

4
@ 2 3 1 4 1
Y3 =[11] @ ° ° °
0 1 1 2
@ 4 4 5
N 1 [ [o]
v =[01] @ o °
ol ENNENE s A
P =[10] @ v < ° °
0 1 0 5 o, . @
1\d 0 0l2] 113 o\
Yo = [00)e) L, T, ©
(0] Y[1] ¥[2] Y[3] P[4] Y[3] ¥[6] P[7]

(B =1 Bl =1 [ B =0] B =0 By = 1]

—
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Decodificacion con salida blanda - Métrica (Conv. F)

@ Dependencia de la constelacion y asignacion binaria
@ Ejemplo 4-QAM

a; =01 ap =11 iy = [11]
) -+ o
¥ = [01]
| %
1 1 Py = [10]
) -+ o
° _ o = [00
a, =00 a3 =10 o=l Q[@ 0[00=ay  P[l+1]

—
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Decodificacion con salida blanda - Ejemplo
@ Secuencia recibida

= [F11] [+L1 +0,7] [-1,2] [-0,7] [-09] [+0.8
W= 1409| [-08| |-06] [=1,1] |+1,2| [+1,0] |+0,7

101
5

45 1152 445 1557 0,13

Py =[11] @

Py = [01] @

P = [10] ®

Yo = [00]'®)

(0] Y[1] ¥[2] ¥[3] (4] ¥[5] ¥[6] (7]

mmzq@m=1mmzomm=q@m=@
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Prestaciones
@ Salida dura

\4

DH. - minima distancia de Hamming entre salidas para

min*® . R
secuencias distintas
z: longitud del evento erroneo de distancia minima

t= L%J (capacidad de correccion sobre n z bits)
e: probabilidad de error de bit del sistema (BER)
@ Salida blanda

v

v

v

DE.
Pe ~ C Q min
2\/No/2

» DE. - minima distancia euclidea entre simbolos transmitidos

min*

para secuencias distintas

—
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Calculo de D

min
@ Comparacion con la secuencia de todo ceros
» Métrica de rama: nimero de unos en los n bits codificados
@ Puede usarse Viterbi para calcular distancias sobre sucesos erroneos

101 [DZ""ZS’ Z:3} . [4] . [4] !

vs = (1] Uy

¥y = [01] S

Py = [10]

Py = [00]

000

P[€] ple+1] ¥[0] ¥[1] ¥[2] ¥[3] P[4] ¥[5] (6]

v~
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Codigos concatenados

@ Un cddigo complejo puede en ocasiones obtenerse mediante la

concatenacion de dos codigos mas simples
» Concatenacién en serie de dos cédigos
» Codigo entrada (interno) C; (ki,n;), tasa Ry = ki /m
» Codigo salida (externo) C,(k,,nz), tasa R, = ky/na
» Tasa del codigo concatenado

R, = ki ks =R xR,
ny np
B[4 Ci[m] Celn]
Ci(ky,ny) Ca(ka, n2)

@ Relacion de tamanos mas habituales

» Casoni/ky=c€eZ
* En este caso hay un cédigo equivalente C.(ki, ¢ n2)

» Casoky/n =c€Z
* En este caso hay un cddigo equivalente C.(c ki, n,)

—
wm| Sl [(HOSO Marcelino Lizaro, 2023 OCW-UC3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 62/70

de



Ejemplo con codigos bloque
@ Codigos C1(2,3), C2(3,6)

i b,’ C;
0 | 000 | 000000
i|b| ¢ 1001 | 001111
101 0 | 00 | 000 100011 2 1010 | 010101
G, ::{011} =|1|01]011 G, = |010101| =| 3 | 011 | 011010
2110 | 101 001111 41100 | 100011
3111110 5| 101 | 101100
6 | 110 | 110110
71111 | 111001
& /)
@ Codigo concatenado C.(2,6) = C(2,3) — C»(3,6)
i bi C;
0 | 00 | 000000
ot ono =G, - [1911%)
2 (10 | 101100
3|11 | 110110

[GC = G X Gy, ya que ky = I’llj

—
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Otro ejemplo con codigos bloque

weim|

@ Cadigo concatenado C.(3, 12) = C1(3,6) — C2(3,6)

u
d

‘‘‘‘‘ i

Carlos

e Madh

i 2089

s ~
i b,‘ C;
0 | 000 | 000000
1| 001 | 001111
100011 2 | 010 | 010101
G; =G, = [010101] =| 3 | 011 | 011010
001111 4 | 100 | 100011
5| 101 | 101100
6 | 110 | 110110
7 | 111 | 111001
L J,
- N
i| bi | e €,
0 | 000 | 000 000 | 000000 000000
1| 001 | 001 111 | 001111 111001
2 | 010 | 010 101 | 010101 101100 100011011010
31011 | 011 010 | 011010 010101 |= G, = |010101101100
4 | 100 | 100 011 | 100011 011010 001111111001
51 101 | 101 100 | 101100 100011
6| 110 | 110 110 | 110110 110110
L7 111 111 001 | 111001 001111 )

Marcelino Lédzaro, 2023
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Otro ejemplo con codigos bloque (ll)

@ Caodigo concatenado C.(3,12) = C(3,6) — C2(3,6)

[ b, i ]
000 | 000000000000
001 | 001111111001
010 | 010101101100 100011011010
011 | 011010010101 |= G, = [010101101100
100 | 100011011010 001111111001
101 | 101100100011
110 | 110110110110
111 | 111001001111

LN bW~ O~

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo con codigos convolucionales

@ Cadigos Ci(1,2), C»(2,4)

[Gmm:[w], e 1+ODH

> El cddigo C, se implementa con dos codigos G5 = [1, 1 4+ D] en paralelo
@ Codigo concatenado C.(1,4) = C(1,2) — C»(2,4)

[GC:[I, 14+D, D, D+D2]]

cOg cOg

cWig cWig

—
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Turbo codigos
@ Concatenacion de codigos utilizando entrelazadores

By[f] Cr[m]
Cy(ky,ny) Entrelazador Cy(ka, n2)

Concatenacioén Serie

Cy(ky,ny)

By[{] Cr[m]

Entrelazador Ca(ka, mp)

Concatenacion Paralelo

» Codificadores
* Cddigos convolucionales sistematicos y recursivos (RSC)

» Entrelazador: reordena los bits
* Errores de un codificador en distintas palabras cédigo del otro codificador
* Determina las prestaciones (se usan entrelazadores pseudo-aleatorios)

—
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Entrelazador - Ejemplo concatenacion serie (k, x n;)

@ Entrelazador bloque
» Entrada de bits escribiendo por filas
» Salida de bits leyendo por columnas

k1
n
4 1
ka
np
veom | e [@OBB] 1 rcelino Lzaro, 2023 OCW-UG3M Comunicaciones Digitales Codificacion de canal 68/70



Decodificacion iterativa

@ Decodificacion iterativa (algoritmo BCJR)
» Cada decodificador proporciona su salida blanda
* LLR: Log-Likelihood Ratio

» Intercambio de esta informacion entre decodificadores
@ Prestaciones: cercanas al limite de Shannon!!!

|
1 1
1 2 3 ]

bit energy o noise density ratio, 0B

—
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Codigos LDPC

LDPC: Low Density Parity Check

@ Cddigos bloque lineales
» Codigos de gran tamano
* Ejemplo: € (5000, 10000)
» Matriz de chequeo de paridad dispersa (pocos 1s)

@ Representacion mediante un grafo bipartido (grafo de
Tunner)
» Dos tipos de nodos

* Nodos de bits
* Nodos de chequeo

» Aplicacion del principio Turbo: decodificacion iterativa
* Salidas blandas en cada iteracion
* Algoritmos iterativos de tipo “belief propagation” (BCJR,
MAP, SOVA)
@ Excelentes prestaciones

» Estado del arte actual, junto con los turbo codigos
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