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2. FUNCIONES DE DOS VARIABLES

2.1.TOPOLOGIA EN R?

La Topologia estudia las estructuras de los objetos sin importar cual es su estado inicial. Esto es lo que

la hace diferenciarse de la Geometria.
Definiciones:

e Un espacio topoldgico es aquel que estd definido por el par (X,T) donde X es un conjunto y

T una familia de subconjuntos de X abiertos que cumplen:
e Elvacioy X son abiertos.
e Lainterseccidn finita de conjuntos abiertos es un abierto.
e Launién de abiertos es un abierto.

e En R? los elementos de la topologia son rectangulos sin borde.
e losdiscos (bolas) abiertas son conjuntos abiertos.

e Seaun espacio topoldgico (X,T) y A un subconjunto de X un punto x € X se dice interior
a A si toda bola centrada en él esta contenida en A. Al conjunto de los puntos interiores

se le llama interior de A (A°). El interior es un conjunto abierto.

e Los conjuntos cerrados son aquellos cuyo complementario son abiertos. Por lo tanto, en
un conjunto cerrado, toda bola del punto x € X esta incluida en el complementario de A

(A 0 A)
e Cada punto de R? es cerrado.

e Los puntos que tengan bolas centradas en x € X y que tengan parte en A y parte en A se

denominan puntos frontera. (Fr(A)). La frontera es un conjunto cerrado.
e A=AUFr(4h)

e Un conjunto acotado es aquel en el que todos sus puntos estan a una distancia finita de

cualquier punto del conjunto.



e Un conjunto es convexo si para cualquier par de puntos del conjunto se puede trazar una

recta que los una y que quede totalmente incluida en el conjunto.
EJEMPLOS:

Determinar si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados, convexos o acotados. Dar el conjunto

de sus puntos abiertos, cerrados y frontera.
a) A;={(xy) eR%:0<[(x,y) - (-1,2)|| <1}

Este conjunto representa aquellos puntos que se encuentra a menos de una unidad de distancia
del punto (—1,2), es decir una bola centrada en (—1,2) de radio 1 donde los bordes no estadn

incluidos.

Se trata de un conjunto abierto, todos los puntos A; son interiores, la frontera es el borde del
conjunto, es decir la circunferencia (x + 1)? + (y — 2)2? = 1y los puntos cerrados son el conjunto

formado por el conjunto A; y la frontera, es decir toda la bola incluido el borde.

El conjunto es acotado ya que esta dentro de un disco superior y es un espacio medible, y es

convexo porque cumple la definicion
b) A4, ={(xy) € R%:y <x3}

Los puntos de este conjunto forman un espacio abierto como se ve en su representacion
grafica. Este conjunto se puede definir como la grafica de una funcién f(x,y) =y — x3

definida en el intervalo [0, o)

A, ={(x,y) e Ry < x3} = {(x,y) € R%: f(x,y) € [0,0)}

Y como [0, ) es cerrado, el conjunto es cerrado. El interior estaria formado por los puntos
del conjunto que cumplen 4, = {(x,y) € R?:y < x3} en este conjunto no entra el borde, y

precisamente el borde es la frontera. 4, = {(x,y) € R%:y = x3}

No es acotado ya que el espacio que genera no es medible, podemos decir que se extiende

hasta el infinito.

Tampoco es convexo, existen puntos, como por ejemplo el (0,0) y el (2,8) que son puntos de
A, que la recta que los une queda fuera del conjunto. Existen muchos puntos que les pasa

esto.

o) A3 ={(xy) eRZx?+(y+2)2<2,x<1]}



Este conjunto esta definido por la region que forma la circunferencia centrada en (0,-2) y los

puntos del plano con valor de abscisa menor o igual que 1.

Este conjunto es cerrado ya que tiene incluido los bordes del recinto. Los puntos interiores

seran los que queden en el conjunto excepto los bordes y la frontera solo los bordes.

El conjunto es acotado, todos los puntos estan dentro de un disco superior y es medible, y es

convexo porque cumple la definicion.
d) A, ={(xy) € R%|x| + |yl <1}
El conjunto de punto cumple las siguientes funciones:

f,y)=y+x+1 f,y)=y—-x+1 fxy)=y+x-1 flxy)=y—-x—-1

En la gréfica que forman el conjunto de puntos en comun de estas funciones se observa que es un
conjunto abierto ya que los bordes no entran, el conjunto cerrado estaria formado por A, mas los

bordes de las rectas y la frontera precisamente por los bordes.

Es un conjunto acotado ya que es medible, se encuentra dentro de un disco mayor, y es convexo

ya que cumple la definicién.

A, . A,

PIE DE IMAGEN: Gréficas de los conjuntos



2.2.DOMINIO E IMAGEN

Sea f: R? - R una funcién definida en R?, es decir una funcién de dos variables. Definimos el
dominio de f(x,y) como aquellos puntos de R? en los cuales se puede evaluar f(x,y). Es decir,

aquellos puntos donde se puede hacer la funcién.

Se define la imagen o recorrido de f(x, y) los valores de R en los que se transforman los puntos del

plano.

Por tanto, el dominio de una funcién de dos variables es un recinto, un espacio en donde se puede

aplicar la funcién, mientras que la imagen es un intervalo de R que recoge todos los valores que nos

da f(x,y).
EJEMPLOS

Calcular dominio y recorrido de las siguientes funciones:

a) fx,y)=yx>+y*-1

La funcidn es una raiz, por tanto, el dominio de definicidén sera aquel espacio que haga que el

radicando sea = 0 x2+y2-1>0->x24+y2>1

Por tanto, el dominio son los puntos del plano que estan en el exterior de la circunferencia de

centro el origen y radio 1. Los puntos del borde de la circunferencia se incluyen en el dominio.

La imagen esta formada por los posibles valores que puede tomar la funcién, en este caso al
ser una raiz es una funcién creciente, el valor mas pequefio que puede tomar es 0, entonces

el intervalo de su recorrido es [0, o)

1
b) f(x:J’) = E

La funcién es un cociente. Por tanto, hay que evaluar en qué momento el denominador se
anula, x - y = 0y esto ocurre cuando una de las variables se hace 0. Graficamente esto valores
representan los ejes de coordenadas. Asi que el dominio de la funcién estara formado por

todo el plano excepto los ejes Domf(x,y) = {(x,y) € R?>:xy # 0}

El dnico valor que no nos puede dar la funcion es el 0. Podemos obtener cualquier valor real

excepto el 0. Img f(x,y) = R\ {0}

o f(xy) =ev



Ahora nos encontramos con una funcidn exponencial que siempre esta definida, el dominio
son todos los puntos del plano. Sin embargo, para el recorrido solo podemos obtener valores

positivos. Asi que tenemos que Img f(x,y) = (0, o)

d f(x,y) =In(x+y)

Funcién logaritmica, por tanto, hay que evaluar cuando la funcidon dentro del logaritmo es
estrictamente positiva. x +y > 0 - y > —x Esto va a ocurrir en la parte de la region del
plano donde Domf (x,y) = {(x,y) € R?:y > —x} Los puntos que estdn por “encima” de la

bisectriz de los cuadrantes Il y IV.

En cuanto al recorrido un logaritmo puede dar cualquier valor. La imagen es toda la recta real.

e) f(x,y)=In(x*+y?)

De nuevo un logaritmo, evaluamos igual que antes, pero con la diferencia que ahora la funcién
que tenemos dentro del logaritmo es siempre un valor positivo, simplemente debemos

eliminar el origen (0,0) para evitar que tengamos un 0 en el logaritmo.

La region del dominio estd formada por todo el plano excepto el origen. En cuanto al recorrido

es igual que en el ejercicio anterior.

f foy) =12

x2+y?

Funcién cociente, debemos evaluar cuando se anula el denominador, y esto ocurre solo en el
origen, (0,0). Entonces, el recinto de definicion del dominio es el plano excepto el origen. En
cuanto a laimagen sabemos que el denominador siempre es mayor o igual que el numerador

asi que los valores posibles que podemos obtener son los que pertenecen al intervalo [-1,1].

2.3. CURVAS DE NIVEL.

Las curvas de nivel de una funcion son la familia de curvas que resultan de la interseccién de la funcion

con planos horizontales a la funcion.

= f(x,) _
N s e =k

Vemos algunos ejemplos de cdmo obtener las curvas de nivel.

a) f(x,y)=x?>+y?parak =0,1,23



Son las funciones que se obtienen de x? + y? = k Son circunferencias centradas en el (0,0) y

radio Vk

6 s g 3 2 \(}»j 2 3 4 5 1

PIE DE IMAGEN: Curvas de nivel de f(x,y) = x? + y?

b) f(x,y)=x%-y parak =0,1,2,3

Las curvas de nivel serén las parabolas formadas porx? —y =k >y =x? — k

w

e

PIE DE IMAGEN: Curvas de nivel de f(x,y) = x2 —y



c) f(x,y) =e* parak =-1,1,3

Las curvas estardn representadas por las funciones de la forma e*® = k - xy = Ink

Solo pueden estar definidas para valores de k > 0 Y son curvas que forman una hipérbola

equilatera.

PIE DE IMAGEN: Curva de nivel de f(x,y) = e*¥
d) f(x,y) =ye* parak =-1,-2,-3,1,2,3

Las curvas de nivel son de laformaye* =k -y =k-e™*

PIE DE IMAGEN: Curva de nivel de f(x,y) = ye*



2.4. LIMITES Y CONTINUIDAD

e Seaz = f(x,y) definida en un disco abierto centrado en (x,,V,) y sea L € R, se dice que

lim x,y)=L si
oy V)

Ve>0,38>0:0</(x—x)2+ @y —y)2<8-|f(x,y)—L| <e
e Lafuncién z = f(x,y) es continua en un punto (X, yy) de una region R si

lim  f(x,y) = f(x0,¥0)
(x'y)_)(xO'yO)

La idea intuitiva de limite implica que cualquiera de las formas que se tenga de acercarse a un punto

(%0, Y0) la funcién vale L.

Estas diferentes formas se recogen en la idea de limite direccional. En este caso se tiene la relacién
y = mx en este supuesto es una relacion lineal. En pureza habria que buscar las distintas formas,
parabdlicas, exponencial, tomando la relacion y = mx™. Y de todas las formas el limite debe tender

al mismo valor.
PROPOSICION

Dada una funcién f: R? - R, si existe lim _f(x,y) =L y existen también los limites de una
(x,¥)~(x0,¥0)

variable lim f(x,y) y lim f(x,y) entonces existen y son iguales y se llaman limites iterados
X = Xo Y= Yo

lim (lim fx, y)) — lim (lim fx, y)) )

Y=Yo \X=Xo X=Xo \Y= Yo

Vemos unos ejemplos:
a)

. X
lim =
(x,¥)-(0,0) x*+y

En primer lugar, calculamos los limites iterados:
. . x . x . 1
lim | lim ——— ] = lim ( —2) =lim( —) > o
x->0\y->0Xx +y x>0\ X x>0\ X

X 0
jim (1im ) = im (%) =
y>0\x>0x%+y y->0\y

Como observamos los limites son distintos, y podemos decir que no existe el limite de la

funcién.



2
(x,y)—(0,0) x“+y

2 0
lim <lim L) = lim( —) =]lim0=0

x->0\y-0 x2 4 yZ
2
. . X ) 0 .
lim llm% :llm<—2>:llm0:0
y-o0\x>0x%+Yy y-o0\y y—-0
Los limites son iguales, podemos continuar comprobando la existencia del limite.

Se calcula ahora el limite direccional. y = mx

xy? x(mx)? _ m?x3 xm? 0

lim ——— = lim—————=Ilim————=1lim =
(x,y)—>(0,0)x2+y2y“«;nxx—>0x2+(mx)2 x>0x2(14+m?2) x-01+m?2 1+ m?

Una vez obtenido el valor del limite direccional interpretamos si este valor depende de m o no, si
el limite depende de m no existe ya que dependeria de la pendiente de la recta y = mx y entonces

segun la pendiente de la recta el limite cambia de valor y el limite debe ser Unico.

En este caso como el denominador nunca se anula el cociente vale 0 para cualquier valor de m.

xm?

lim—=0
x->01+m?2
Como coincide con los limites laterales de momento podemos decir que el limite parece que

tiende a 0.

Vamos a comprobar la direccién parabdlica.

2 5

x(mx?)? m?x x3m?

Xy . .
im————==lim—————=lim———=0
,x-0x% 4+ (mx?)? x-0x2(1+m?x?) x-01+ (mx)?

lim ——— =
(6y)-(0,0) x2 + y2
y=mx

Para cualquier valor de m el limite tiende a 0

Todo parece indicar que el limite tiende a 0, pero aun no lo podemos asegurar ya que solo hemos
comprobado dos direcciones, una forma de no tener que seguir haciendo pruebas con mas

direcciones es aplicar lo que se conoce como la regla del “Sandwich”, que no es mas que encontrar

2
Y 5 Y si cada una de esas funciones tienden a 0, entonces

. X
dos funciones que acoten a f(x,y) = iy

f(x,y) tiende a 0.

épor qué no hacemos esta comprobacién desde el principio?



Porque necesitamos saber cual es el valor mas probable al que tiende el limite. Si por los casos de

limite iterado y direccional sale el mismo valor, entonces si existe el limite debe ser ese valor.

Para simplificar un poco las funciones que se deben buscar para acotar f(x,y), podemos
comprobarlo en valor absoluto, asi sabemos que 0 < |f(x,y)| < g(x,y) Asi que solo debemos

encontrar la funcion g(x, y) y comprobar que g(x, y) tiende a 0.

Por otro lado, sabemos que:

x = pcosa} p—0

y = psena € [0,2m]
0< |f( ) < pcosap?sen®a | _ |p3cosasenal | 2 |<lpl=0
X,y x2+y2 - p2cos2a+p?sen?a = P = |pcosasen-a| = |p| =

Tenemos ya que todas las indicaciones nos llevan a decir que la funcidn tiende a 0.

lim Xoy?
(x,)~(0,0) x2+2y?2

c)
x2 — 2 x2

lim hmz—y =lim| = |=1
x> 0\y->0Xx +2y x—>0\ x2

x? = y? A W A
lim llm— =lim| =1|=1 (_) -
y-o0\x>0x2+2y%2) y-o\ 2y2) y-o\2 2

Los limites son distintos, el limite no existe.

. xy
d (x,yl)lg(lo,O) x2+y?

0
lim (hm L) = lim ( —) =1]lim0 =

x— 0 y—>0x2 +y

X 0
lim (hmz—y)= lim(—2)= lim0=0
y - 0 x—>0X +y y-o0\ X y-0
Los limites son iguales, podemos continuar comprobando la existencia del limite.

Se calcula ahora el limite direccional. y = mx

xy xmx _ max? ] m m

lim ——— lim ——— = lim ———— = lim =
(xy)—>(00)x2+y - x—>0x2+(mx)2 x>0x2(14+m?2) x-01+m?2 1+ m?

El limite tiende a un valor que depende de m por lo tanto el limite no es Unico, entonces no

existe.



Vemos ahora unos ejemplos sobre continuidad.

x%y
a) f(x,y) ={3+7 (x,y) # (0,0)

0 (xy)=(0,0)

Para comprobar si la funcién es continua el limite de la funcién debe coincidir con el valor de

£(0,0). Debemos comprobar en primer lugar el limite.

. x%y
im ———
(xy)-0,0) x3 + y3

x? 0
lim <lim3—y3> = lim( —3> =lim0=0
x->0\y-0x +y x>0\ X x— 0

2
. . x . 0 .
lim 11m3—y = lim ( —) =lim0=
y->0\x->0Xx +y3 y-0 y3 y-0
Los limites son iguales, podemos continuar comprobando la existencia del limite.

Se calcula ahora el limite direccional. y = mx

x%y _ x*mx _ mx3 m m

im — = im ———=lim ———— = lim =
(x,y)—>(0,0)x3+y3y=“«;nxx—>0x3+(mx)3 x-0x3(14+m3) x-01+m3 1+m3

La funcién no tiene limite ya que depende de m y por tanto no es continua en (0,0)

xy3

b) fCxy) = {m (x,y) # (0,0)
0 (xy)=(00)

Calculamos el limite de la funcion.
3
X 0
lim <lim%> = lim( —2) =1lim0=0
x->0\y-0Xx +y x>0\ X x— 0

3
. X : 0 .
lim llm% = lim ( —2) =lim0=0
y-o0\x>0x%+Yy y-o0\y y—-0
Los limites son iguales, podemos continuar comprobando la existencia del limite.

Se calcula ahora el limite direccional. y = mx



xy3 _ x(mx)3

lim ———— = —_—— = —_ = lim — =
(xy)~(0,0) x? + y? y;;;lxx—wxz + (mx)? x-0x2(1+m?) x-01+m?

m3x* - m3x?

Vamos a comprobar la direccidén parabdlica.

xy3 x(mx?)3 _ m3x7 x5m3

lim ——— lim——=lim——————=1lim—— =
(x)-(0,0) x% + y2 ,x-0x2 4+ (mx2)?  x-0x2(1+m?x?) x-01+ (mx)?

-
y=mx
Para cualquier valor de m el limite tiende a 0

xy3

Aplicamos la regla del “Sandwich”, se busca la funcidn que acote a f(x,y) = P

0<I|fCx,y) < glxy)

x = pcosa} p—0

y = psenaf ~ a € [0,27]
0< If(x )| < xy3 pcosapisenda | p4cosasen3a| = | Zcosasen3a| <p2=0
- YIS x2+y2| 7 |p2cosza+p2senzal T p? =1p sp=

Tenemos ya que todas las indicaciones nos llevan a decir que la funcidn tiende a 0.

El valor de f(0,0) =0

xy3

(x,yl)lggo,O) x2+y?

En este caso tenemos que =f(0,00=0

La funcién es continua.

xty

o) flxy)=qx+y°
0 y=-x?

y # —x?2

Vemos el limite de la funcidn

Estudiamos el caso en los puntos de la forma (a, —a?) ya que si x = a cualquiera entonces

y = —a?.

. a*(-a?) . —a®
e Supongamos a # 0 entonces tenemos que lim ——~— =
y—-—a? a®+(-a?) y——a?

El limite no existe.

e Supongamos el caso ahora de a = 0. Entonces tenemos que



x* 0
lim lim6—y = lim ( —) =]lim0=0
x->0\y->0Xx +y3 x6 x—0

x4 0
y-o0\x>0x°+y y-oo0\y y -0

Se calcula ahora el limite direccional. y = mx
) xty _ x*mx _ mx® o x?

lim —— = lim————==lim—o——a——>r= — =0
(x¥)-(0,0)x° +y yoma X 0X + (mx)3 x-0x3(x3+m3) x-0m

Se calcula ahora el limite parabdlico. y = mx?

x*mx? _ mx® m

4
lim ————= = lim =
,x-0x8 + (mx2)3 x-0x6(1+m3) 1+m3

. Xy
lim ——— =
xy)~00)x6 +y3 -
y=m

X

El limite depende de m por tanto no existe, la funcién no es continua.



