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Introducción al control digital

En Ingenieŕıa de Control I se ha visto cómo controlar un sistema de
forma que su salida cumpla unas ciertas especificaciones:
sobreoscilación, tiempo de subida, error en régimen permanente,
etc.

Los controladores que manipulan la señal de error para calcular la
acción de control deseada han sido históricamente dispositivos
analógicos: eléctricos, neumáticos, o mecánicos.

Todos estos sistemas teńıan entradas y salidas analógicas que
estaban definidas de forma continua en el tiempo sobre un cierto
rango de valores.

Pero en los últimos 25 años los controladores analógicos han sido
sustituidos por controladores digitales cuyas entradas y salidas
están definidas en ciertos instantes de tiempo (tiempo discreto).
Estos controladores digitales pueden ser circuitos digitales,
computadores digitales o microprocesadores.
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Razones para el cambio

Precisión.

Errores de Implementación.

Flexibilidad.

Complejidad.

Velocidad.

Coste.
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Ejemplo

Figura 1: Sistema de control digital de administración de fármacos:
(a) Esquema de un sistema de administración de fármacos.

(b) Diagrama de bloques de un sistema de administración de fármacos.
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Transformada Z
Definición 1

Dada una secuencia causal de números:

x(k) = x0, x1, x2, . . . , xk , . . . (1)

se define la transformada Z de dicha secuencia como:

X (z) = x0 + x1z−1 + x2z−2 + . . .+ xk z−k + . . . =
∞∑

k=0

x(k)z−k (2)

La transformada Z definida según la ecuación (2) se conoce como la
transformada Z unilateral.

El término z−1 se denomina operador retardo.

Donde z = re−jΩ, con r la magnitud y Ω el ángulo de z.
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Ejemplo

Obtener la transformada Z de la siguiente secuencia:

x(k) = {7,4,3,0,4,0,0,2,0 . . .}

Solución:
Según la definición vista:

X (z) =
∞∑

k=0

x(k)z−k = 7 + 4z−1 + 3z−2 + 4z−4 + 2z−7 + . . .
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Transformada Z de un tren de impulsos
Definición 2

Un tren de impulsos representando a una señal muestreada se
puede expresar como:

u∗(t) = u0δ(t) + u1δ(t − T ) + . . .+ ukδ(t − kT ) + . . . =
∞∑

k=0

ukδ(t − kT )

La transformada de Laplace de esta señal es:

U∗(s) = u0 + u1e−sT + . . .+ uk e−skT + . . . =
∞∑

k=0

uk e−skT

Y la transformada Z será

U(z) =
∞∑

k=0

uk z−k

Donde

z = esT
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Expresiones que utilizaremos

Suma de una serie geométrica de n términos

n∑
k=0

ak =
1 − an+1

1 − a
, a ̸= 1

Suma de una serie geométrica de infinitos términos
∞∑

k=0

ak =
1

1 − a
, |a| < 1

Si |a| ⩾ 1 la suma es infinita.
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Transformada Z de algunas señales básicas
Impulso unitario

Impulso unitario o muestreo unitario (unit sample), δ(k):

δ(k) =
{

1 if k = 0
0 en otro caso (3)

La transformada Z de esta señal es

U(z) = Z[δ(k)] =
∞∑

k=0

δ(k)z−k = z−0 = 1

La transformada de Laplace de esta señal (u∗(t) = δ(t)) es

U∗(s) = 1

La señal impulso puede escribirse también como la diferencia entre
dos escalones δ(k) = u(k)− u(k − 1)
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Transformada Z de algunas señales básicas
Escalón unitario muestreado

Escalón unitario (unit step), {u(k)}∞k=0 = {1,1,1,1, . . .}:

u(k) =
{

1 if k ⩾ 0
0 en otro caso

tiene como transformada Z

U(z) = 1 + z−1 + z−2 + . . .+ z−k + . . . =
∞∑

k=0

z−k

U(z) =
1

1 − z−1 =
z

z − 1
Se puede interpretar como una suma de impulsos unitarios
desplazados en el tiempo u(k) =

∑∞
n=−∞ u(n)δ(k − n)
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Transformada Z de algunas señales básicas
Exponencial muestreada

Exponencial. La secuencia exponencial se define como:

u(k) =
{

ak if k ⩾ 0
0 en otro caso

donde a puede ser un número real o complejo.
Cuando a = ejω0 , donde ω0 es un número real, se
tiene una exponencial compleja
ejkω0 = cos(kω0) + j sin(kω0)

Su transformada Z es:

U(z) = 1 + az−1 + a2z−2 + . . .+ ak z−k + . . . =
∞∑

k=0

(
a
z
)k

U(z) =
1

1 − (a/z)
=

z
z − a
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Transformada Z de algunas señales básicas
Ejemplo

La transformada Z de la función exponencial f (k) = e−αk para
k ≥ 0 se obtiene como

F (z) = Z[e−αk ] =
∞∑

k=0

e−αkT z−k

= 1 + e−αT z−1 + e−α2T z−2 + . . .

=
1

1 − e−αT z−1

=
z

z − e−αT (4)
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Transformada Z unilateral de algunas funciones
Tablas de Transformada Z

En la tabla se pueden ver las transformadas de algunas de las
funciones más usuales.

f (k) F (z)
δ(k) 1

δ(k − n) z−n

u0(k) z
z−1

ak z
z−a

k z
(z−1)2

k + 1 z2

(z−1)2

sin(αk) (sinα)z
z2−(2 cosα)z+1

cos(αk) z2−(cosα)z
z2−(2 cosα)z+1
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Descomposición de señales

Utilizando la señal impulso unitario, una señal puede ser
descompuesta en una suma de impulsos desplazados en el tiempo y
ponderados:

x(k) = . . .+ x(−1)δ(k +1)+ x(0)δ(k)+ x(1)δ(k −1)+ x(2)δ(k −2)+ . . .

En una notación más compacta:

x(k) =
∞∑

n=−∞
x(n)δ(k − n) (5)
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Operador transformada Z
Definición

Es muy usual considerar la transformada z como un operador que
transforma una secuencia x(k) en una función X (z), lo que se representa
simbólicamente de la forma

X (z) = Z[x(k)] (6)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Linealidad
Una propiedad muy importante de la transformada z es que es un
operador lineal. Dadas dos funciones (secuencias) f (k) y g(k) y una
constante α arbitraria, se verifica que:

Z[f (k) + g(k)] = Z[f (k)] + Z[g(k)] (7)

y
Z[αf (k)] = αZ[f (k)] = αF (z) (8)

Ejemplo:
f (k) = 2u(k) + 4δ(k)

F (z) = Z[2u(k)] + Z[4δ(k)]
= 2Z[u(k)] + 4Z[δ(k)]

=
2z

z − 1
+ 4 =

6z − 4
z − 1
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Traslación real o temporal
La transformada Z de una secuencia f (k) retardada n muestras en el
tiempo f (k − n) se puede expresar de la siguiente manera:

Z[f (k − n)] = z−nF (z) (9)
y cuando es adelantada

Z[f (k + 1)] = zF (z)− zf (0) (10)

Z[f (k + n)] = [znF (z)−
n−1∑
k=0

f (k)zn−k ] (11)

Ejemplo (retardo en el tiempo):
f (k) = 4, k = 2,3,4,5, . . .

F (z) = Z[4u(k − 2)]
= 4z−2Z[u(k)]

= 4z−2 z
z − 1

=
4

z(z − 1)
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

Ejemplo (adelanto en el tiempo):
Dada la secuencia f (k), {f (k)} = {4,8,16, . . .}, la transf. Z:

f (k) = 2k+2 = g(k + 2)
g(k) = 2k , k = 0,1,2, . . .

F (z) = Z[f (k)] = z2G(z)− z2g(0)− zg(1)

= z2 z
z − 2

− z2 − 2z =
4z

z − 2

Una solución más fácil:
Se escribe la secuencia como {f (k)} = 4{1,2,4, . . .} = 4 × {2k}
Se usa la propiedad de linealidad.
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Traslación compleja
Si f (t) tiene la transformada Z, F (z), entonces la transformada Z de
e−at f (t) se define como F (zeaT ), lo que se conoce como teorema de
la traslación compleja.

Z[e−at f (t)] =
n−1∑
k=0

f (kT )e−akT z−k =
n−1∑
k=0

f (kT )(zeaT )−k = F (zeaT ) (12)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Teorema del valor inicial
Si la transformada Z de la función f (k) es F (z), y si el lim

z→∞
F (z) existe,

entonces el valor inicial f (0) de f (k) viene dado por:

f (0) = lim
k→0

f (k) = lim
z→∞

F (z) (13)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Teorema del valor final
Si la transformada Z de la función f (k), con f (k) = 0 para k < 0, es
F (z), y dicha función F (z) tiene todos sus polos dentro del ćırculo
unitario, con la posible excepción de un polo simple en z=1, entonces
el valor final de f (k) puede obtenerse como:

lim
k→∞

f (k) = lim
z→1

[(1 − z−1)F (z)]

= lim
z→1

[
z − 1

z
F (z)] (14)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Multiplicación por ak

Si la transformada z de la función f (k) es F (z), entonces la
transformada z de ak f (k) se obtiene como

Z[ak f (k)] = F (a−1z) = F (z/a) (15)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Convolución en tiempo discreto (real)
Sean F1(z) y F2(z) las transformadas Z de las funciones f1(t) y f2(t),
entonces

F1(z)F2(z) = Z[f1(k) ∗ f2(k)]

= Z[
N∑

k=0

f1(k)f2(N − k)]

= Z[
N∑

k=0

f2(k)f1(N − k)]

En esta expresión el śımbolo ∗ denota la operación convolución en el
dominio del tiempo (discreto). Una excepción a este caso se produce
si una de las dos funciones es el retardo integral e−NTs, ya que en
este caso

Z[e−NTsF (s)] = Z[e−NTs]Z[F (s)] = z−NF (z) (16)
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

Ejemplo (convolución discreta):
Dadas dos señales escalón unitario muestreadas u(k),
{u(k)} = {1,1,1, . . .}, obtener la transf. Z de su convolución discreta:

U(z) =
z

z − 1

Aplicando el teorema de convolución

F (z) = Z[u(k) ∗ u(k)]

= U(z).U(z) =
z

z − 1
z

z − 1

=
( z

z − 1
)2
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Diferenciación en el campo complejo
La derivada respecto a z de la transformada Z unilateral de una señal
F (z) multiplicada por z es igual a:

Z[kx(k)] = −z
dF (z)

dz
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

Ejemplo:
Dada una señal en rampa muestreada f (k) = k , {f (k)} = {0,1,2, . . .},
obtener su transf. Z.

Solución: la transformada Z de la señal escalón unitario muestreado
es U(z) = z

z−1 .
Si expresamos la señal f (k) como f (k) = k .u(k), k = 0,1,2, . . .
Aplicando la diferenciación compleja

F (z) = Z[k × u(k)]

= −z
d
dz

( z
z − 1

)
= −z

(z − 1)− z
(z − 1)2 =

z
(z − 1)2
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Propiedades de la transformada Z unilateral

Primera diferencia
La transformada Z unilateral de la primera diferencia entre dos
señales f (k)− f (k − 1) es

Z[f (k)− f (k − 1)] = (1 − z−1)F (z) =
z − 1

z
F (z)

Sumatorio
La transformada Z unilateral de la suma de una secuencia de señales
f (k) viene dada por

Z[
N∑

n=0

f (k)] =
1

1 − z−1 F (z) =
z

z − 1
F (z)
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Transformada Z inversa

La transformada Z en los sistemas de tiempo discreto juega un
papel equivalente al de la transformada de Laplace en los sistemas
de tiempo continuo. De forma similar a lo que ocurŕıa en aquella, es
necesario, después de operar en el plano Z para resolver la ecuación
en diferencia, convertir dicha solución al dominio del tiempo. En este
caso, al pasar de nuevo al dominio del tiempo, lo que obtendremos
como resultado es la correspondiente secuencia en el tiempo f (k).

En el caso de la transformada Z inversa, la secuencia que se obtiene
sólo está definida en el tiempo en los instantes de muestreo, por lo
que resulta una única secuencia f (k) pero que puede corresponder
al muestreo de un número infinito de funciones f (t).
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Transformada Z inversa
Fórmula de inversión

Al igual que en el caso de la transformada de Laplace, existe una
expresión que nos da la transformada inversa Z en función de una
expresión integral en el plano Z

x(k) =
1

2πj

∮
C

X (z)zn−1dz

donde C es un contorno de integración en sentido contrario a las
agujas del reloj que encierra el origen de coordenadas (teoŕıa de
variable compleja).

Poco práctica ya que es dif́ıcil de resolver.
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Transformada Z inversa
Métodos prácticos

Es posible calcular la transformada inversa Z mediante su expresión
integral, pero esto requiere resolver la expresión integral. Existen
varios métodos alternativos mucho más simples:

División larga de polinomios.
Tablas de transformadas.
Expansión en fracciones parciales y búsqueda en tablas de
transformadas.
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Transformada Z inversa
División larga

Mediante la división larga de polinomios se puede expandir F (z) en
una serie

Ft(z) = f0 + f1z−1 + f2z−2 + . . .+ fiz−i

=
i∑

k=0

fk z−k

Se obtiene la transformada inversa como la secuencia

{f0, f1, f2, . . . , fi , . . .}
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Transformada Z inversa
Ejemplo: División larga

Obtener por división de polinomios la transf. inversa de Z de
F (z) = z+1

z2+0,2z+0,1

Solución:

Ft(z) = 0 + z−1 + 0,8z−2 + (−0,26)z−3 + . . .

La transformada inversa es la secuencia
{f (k)} = {0,1,0,8,−0,26, . . .}
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Transformada Z inversa
Tablas de transformadas

Es posible calcular la transformada inversa Z mediante su expresión
integral, pero esto requiere resolver la expresión integral.

Un método alternativo mucho más simple es utilizar las tablas de
transformadas. Esto se puede hacer cuando la X (z) puede
expresarse como la suma de transformadas Z de señales tabuladas

X (z) = X1(z) + . . .+ Xn(z)

cuya inversa se conoce: x1(k), . . . , xn(k), es decir

x(k) = x1(k) + . . .+ xn(k)

¿Pero cómo hacemos esto?
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Transformada Z inversa
Expansión en fracciones parciales

En la mayor parte de las aplicaciones de control, tanto las ecuaciones
en diferencia como las soluciones de las mismas suelen tener la
forma de funciones racionales en z, del tipo

F (z) =
N(z)
D(z)

(17)

donde N(z) y D(z) son polinomios en z.

Se asume que el grado del polinomio N(z) del numerador en z es
menor o igual que el grado del polinomio D(z) del denominador.

Esta expresión puede escribirse en la siguiente forma

F (z) =
N(z)

zn + a1zn−1 + . . .+ an−1z + an
(18)

donde los coeficientes ai son coeficientes reales.
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Transformada Z inversa
Expansión en fracciones parciales

Método:
1 Encontrar la expansión en fracciones parciales de la expresión

F (z)/z
2 Obtener la transformación inversa f (k) usando las tablas de

transformadas Z.

Existen tres tipos de funciones básicas F (z) en el dominio de z:
1 F (z) tiene polos simples y reales (no repetidos).
2 F (z) tiene polos complejos conjugados y reales.
3 F (z) tiene polos repetidos.
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Caso I: polos simples y reales

Si todos los polos de D(z) son simples y reales, y hay por lo menos
un cero en el origen, entonces se expande F (z)

z de la siguiente forma

F (z)
z

=
A0

z
+

A1

(z − p1)
+

A2

(z − p2)
+ . . .+

An

(z − pn)
(19)

Los coeficientes A1, . . . ,An se obtienen como los residuos de la
función compleja F (z)/z en el polo simple z = pi

Ai =
[
(z − pi)

F (z)
z

]∣∣∣
z=pi

y el coeficiente A0 como

A0 = F (z)
∣∣∣
z=0

Se realiza la expansión de la función F (z)/z en vez de la función F (z)
para que las fracciones simples de la expansión queden de la misma
forma que para las expansiones en fracciones parciales en s.
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo

Obtener la transformada inversa en z de la función

F (z) =
z + 1

z2 + 0,3z + 0,02

Solución: Se va a resolver usando dos métodos distintos.
Expansión en fracciones parciales (dividiendo por z).

F (z)
z

=
z + 1

z(z2 + 0,3z + 0,02)
=

A
z
+

B
z + 0,1

+
C

z + 0,2

es decir
F (z) =

Az
z

+
Bz

z + 0,1
+

Cz
z + 0,2
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo (Cont.)

Cálculo de los residuos

A =
[
(z)

F (z)
z

]∣∣∣
z=0

= F (0) =
1

0,02
= 50

B =
[
(z + 0,1)

F (z)
z

]∣∣∣
z=−0,1

=
1 − 0,1

(−0,1)(0,1)
= −90

C =
[
(z + 0,2)

F (z)
z

]∣∣∣
z=−0,2

=
1 − 0,2

(−0,2)(−0,1)
= 40

Con lo que obtenemos

F (z) = 50 − 90z
z + 0,1

+
40z

z + 0,2
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo (Cont.)

Buscando en la tabla de transformadas obtenemos

f (k) =
{

50δ(k)− 90(−0,1)k + 40(−0,2)k if k ⩾ 0
0 k < 0

Nota: Como f (0) = 0, la secuencia temporal puede reescribirse como

f (k) =
{

−90(−0,1)k + 40(−0,2)k if k ⩾ 1
0 k < 1
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo

Expansión en fracciones parciales (sin dividir por z):

F (z) =
z + 1

z2 + 0,3z + 0,02
=

A
z + 0,1

+
B

z + 0,2

Cálculo de los residuos

A =
[
(z + 0,1)F (z)

]∣∣∣
z=−0,1

=
1 − 0,1

0,1
= 9

B =
[
(z + 0,2)F (z)

]∣∣∣
z=−0,2

=
1 − 0,2
(−0,1)

= −8
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo (Cont.)

Reescribiendo F (z)

F (z) =
9

z + 0,1
− 8

z + 0,2

=
9z

z + 0,1
z−1 − 8z

z + 0,2
z−1

Buscando en la tabla de transformadas (y usando el teorema del
retardo) obtenemos

f (k) =
{

9(−0,1)k−1 − 8(−0,2)k−1 if k ⩾ 1
0 k < 1

que da el mismo resultado que antes (aunque la expresión sea
distinta).
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Caso II: polos múltiples y reales

Si los polos de D(z) son múltiples, entonces la ecuación (18) toma la
siguiente forma

F (z) =
N(z)

(z − p1)2 (20)

y en ella z1 tiene un orden de multiplicidad de 2. Descomponiendo la
expresión (20) en fracciones parciales, obtenemos

F (z)
z

=
A1

(z − p1)2 +
A2

(z − p1)
(21)

donde los coeficientes A1 y A2 correspondientes al polo múltiple se
obtienen como

A1 =
[
(z − p1)

2 F (z)
z

]∣∣∣
z=p1

A2 =
d

dz
[
(z − p1)

2 F (z)
z

]∣∣∣
z=p1

(22)
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Caso II: polos múltiples y reales
Expresión general

En general, si F (z) tiene polos de orden múltiple, por ejemplo, el
polo pi es múltiple con orden r , la expansión tiene la forma

F (z)
z

=
N(z)

(z − p1)r
∏n

j=r+1 z − pj
=

r∑
i=1

A1i

(z − p1)r+1−i +
n∑

j=r+1

Aj

z − pj

La expansión del término correspondiente a este polo múltiple es de
la forma

A11

z − p1
+

A12

(z − p1)2 + . . .+
A1r

(z − p1)r

donde
A1,r−k =

1
k !

dk

dzk

{
(z − p1)

r F (z)
z

}∣∣∣
z=p1
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Caso II: polos múltiples y reales
Ejemplo

Obtener la transformada Z inversa de la función

F (z) =
1

z2(z − 0,5)

Solución:
Expansión en fracciones parciales (dividiendo por z).

F (z)
z

=
1

z3(z − 0,5)
=

A11

z3 +
A12

z2 +
A13

z1 +
A4

z − 0,5
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Caso II: polos múltiples y reales
Ejemplo (Cont.)

Cálculo de los residuos de F (z)
z = 1

z3(z−0,5)

Para el polo simple:

A4 =
[
(z − 0,5)

F (z)
z

]∣∣∣
z=0,5

=
[ 1
z3

]∣∣∣
z=0,5

= 8

Para el polo múltiple:

A11 =
[
z3 F (z)

z

]∣∣∣
z=0

=
[ 1

z − 0,5

]∣∣∣
z=0

= −2

A12 =
1

1!

d

dz

{
z3 F (z)

z

}∣∣∣
z=0

=
d

dz

{ 1

(z − 0,5)

}∣∣∣
z=0

=

{ −1

(z − 0,5)2

}∣∣∣
z=0

= −4

A13 =
1

2!

d2

dz2

{
z3 F (z)

z

}∣∣∣
z=0

=
1

2

d

dz

{ −1

(z − 0,5)2

}∣∣∣
z=0

=
1

2

{
(−1)(−2)

(z − 0,5)3

}∣∣∣
z=0

= −8
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Caso II: polos múltiples y reales
Ejemplo (Cont.)

La expansión queda como

F (z)
z

=
1

z3(z − 0,5)
=

8
z − 0,5

− 2
z3 − 4

z2 − 8
z1

o bien
F (z) =

8z
z − 0,5

− 2z−2 − 4z−1 − 8

Buscando en la tabla de transformadas, obtenemos

f (k) =
{

8(0,5)k − 2δ(k − 2)− 4δ(k − 1)− 8δ(k) if k ⩾ 0
0 k < 0
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Caso III: polos complejos conjugados simples

Se usarán las transformadas Z siguientes (ωd en rads):

Z[e−αk sin(kωd )] =
e−α sin(ωd )z

z2 − 2e−α cos(ωd )z + e−2α

Z[e−αk cos(kωd )] =
z[z − e−α cos(ωd )z]

z2 − 2e−α cos(ωd )z + e−2α

donde los polos son:
p1,2 = e−αe±jωd
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo

Obtener la transformada Z inversa de la función

F (z) =
z3 + 2z + 1

(z − 0,1)(z2 + z + 0,5)

Solución:
Expansión en fracciones parciales.

Az
z − p

+
A∗z

z − p∗ =
2Re{K}z − 2Re{Kp∗}
z2 − (p + p∗)z + |p|2

=
Az + B

z2 − (p + p∗)z + |p|2

Dividiendo F (z) por z tenemos

F (z)
z

=
z3 + 2z + 1

z(z − 0,1)(z2 + z + 0,5)
=

A1

z
+

A2

z − 0,1
+

Az + B
z2 + z + 0,5
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo (Cont.)

Cálculo de los residuos de F (z)
z = z3+2z+1

z(z−0,1)(z2+z+0,5)

Para los polos simples:

A1 =
[
(z)

F (z)
z

]∣∣∣
z=0

=
[ z3 + 2z + 1
(z − 0,1)(z2 + z + 0,5)

]∣∣∣
z=0

= −20

A2 =
[
(z − 0,1)

F (z)
z

]∣∣∣
z=0,1

=
[ z3 + 2z + 1
z(z2 + z + 0,5)

]∣∣∣
z=0,1

≈ 19,689
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo (Cont.)

Para los polos complejos conjugados, operando algebráicamente (se
multiplica el denominador y se obtiene el sistema):

z3 : A1 + A2 + A = 1
z1 : 0,4A1 + 0,5A2 − 0,1B = 2

y resolviendo el sistema, dado que ya sabemos los valores de A1 y
A2, obtenemos A y B

A ≈ 1,311, B ≈ −1,557

Las otras dos ecuaciones pueden usarse para comprobar la validez
z0 : −0,05A1 = −0,05(−20) = 1
z2 : 0,9A1 + A2 − 0,1A + B

= 0,9(−20) + 19,689 − 0,1(1,311)− 1,557 = 0

Con lo que la expansión queda (multiplicada por z)

F (z) = −20 +
19,689z
z − 0,1

+
1,311z2 − 1,557z

z2 + z + 0,5
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo (Cont.)

Búsqueda en la tabla de transformadas (los dos primeros términos
son fáciles)

1,311z2 − 1,557z
z2 − 2(−0,5)z + 0,5

=
1,311z[z − e−α cos(ωd )]− Cze−α sin(ωd )

z2 − 2e−α cos(ωd )z + e−2α

Igualando los coeficientes de los denominadores de ambas
expresiones

e−α =
√

0,5 = 0,707

cos(ωd ) = −0,5/e−α = −
√

0,5 = −0,707

y de aqúı que ωd = 3π/4, que es un ángulo en el segundo cuadrante,
y sin(ωd ) = 0,707
Igualando los coeficientes en z1 del numerador, tenemos que

−1,311e−α cos(ωd )− Ce−α sin(ωd ) = −0,5(C − 1,311) = −1,557

C = 4,426
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo (Cont.)

Sustituyendo los coeficientes, tenemos que

F (z) = −20+
19,689z
z − 0,1

+
1,311z[z − 0,707 cos(3π/4)]− 3,129z sin(3π/4)

z2 − 2(0,797) cos(3π/4)z + 0,5

y entonces

Z[e−αk sin(kωd )] =
e−α sin(ωd )z

z2 − 2e−α cos(ωd )z + e−2α

Z[e−αk cos(kωd )] =
z[z − e−α cos(ωd )]

z2 − 2e−α cos(ωd )z + e−2α
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Caso III: polos complejos conjugados simples
Ejemplo (Cont.)

Con lo que la transformada inversa queda (a partir de tablas)

f (k) = −δ(k)+19,689(0,1)k+(0,707)k [1,311 cos(3πk/4)−4,426 sin(3πk/4)],

con k ⩾ 0.
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MATLAB

G(z) =
5(z + 3)

z3 + 0,1z2 + 0,4z

>> num = 5*[1 3]
>> den = [1 0.1 0.4 0]
>> denp =conv(den1, den 2)

Cálculo de los coeficientes de las fracciones parciales

>> [r, p, k] = residue(num,den)

donde:
p = polos
r = residuos
k = coeficientes de los polinomios resultantes de dividir el
numerador por el denominador
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MATLAB
Ejemplo (Cont.)

r =
0.6557 + 2.2131i
0.6557 - 2.2131i
19.6885
-20.0000

p =
-0.5000 + 0.5000i
-0.5000 - 0.5000i
0.1000
0

F (z)
z

=
z3 + 2z + 1

z(z − 0,1)[(z + 0,5)2 + 0,52]
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Expansión en fracciones parciales
Caso de más ceros que polos

Cuando se tiene que

F (z) =
N(z)
D(z)

= k
(z − z1)(z − z2) . . . (z − zm)

(z − p1)(z − p2) . . . (z − pn)

m > n, aunque este caso no suele presentarse en control ya que
implicaŕıa la no causalidad del sistema, desde un punto de vista
teórico el tratamiento consistiŕıa en desarrollar la expansión en
fracciones parciales de F (z) de la siguiente forma

F (z) =
m−n∑
q=0

bqzq +
n∑

k=1

ck
z

z − pk
(23)

donde los coeficientes b0, . . . ,bq se obtienen como resultado de la
división polinómica directa del numerador por el denominador.
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Resolución de ecuaciones en diferencia
Ejemplo

Supongamos un cierto sistema, cuya ecuación en diferencia es la
siguiente

x(k + 2) + 2x(k + 1) + x(k) = 0 (24)
Sabemos además que para dicho sistema los valores de x para k = 0
y k = 1 son respectivamente x(0) = 1 y x(1) = 0, y queremos
obtener la salida x(k) que dará el sistema (24).
Aplicando la propiedad de la traslación real de la transformada Z,
tendremos lo siguiente

[z2X (z)− z2x(0)− zx(1)] + 2[zX (z)− zx(0)] + X (z) = 0

Si ahora sustituimos x(0) y x(1) por su valor, nos quedará

[z2X (z)− z2] + [2zX (z)− 2z] + X (z) = 0
z2X (z) + 2zX (z) + X (z) = z2 + 2z

X (z) =
z2 + 2z

z2 + 2z + 1
=

z2 + 2z
(z + 1)2
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Resolución de ecuaciones en diferencia
Ejemplo (Cont.)

Expandiendo en fracciones parciales esta expresión

X (z)
z

=
A1

(z + 1)2 +
A2

(z + 1)
(25)

Los coeficientes vendrán determinados por

A1 =
[
(z + 1)2 X (z)

z
]∣∣∣

z=−1
= z

∣∣∣
z=−1

= 1

A2 =
d

dz
[
(z + 1)2 X (z)

z
]∣∣∣

z=−1
= 1

Y su transformada inversa será la solución de la ecuación en
diferencia para las condiciones iniciales que se han supuesto, es
decir

x(k) = (−1)k−1 + (−1)k (26)
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Operador retardo

También en el caso de los sistemas en tiempo discreto es frecuente
la utilización de un operador de transferencia que nos permita
expresar en forma polinómica la relación en el tiempo de la señal de
entrada con la de salida. En los sistemas de tiempo discreto dicho
operador es el denominado operador adelanto, que se suele
representar por el śımbolo q

qu(k) = u(k + 1) (27)

o su inverso, el operador retardo

q−1u(k) = u(k − 1) (28)

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muñoz, L. Moreno, S. Garrido UC3M - IC II 2025 60 / 67



Operador retardo
Utilizando este operador, una ecuación en diferencia de orden n

y(k) + a1y(k − 1) + . . .+ an−1y(k − (n − 1)) + any(k − n)
= b1u(k − 1) + . . .+ bn−1u(k − (n − 1)) + bnu(k − n)

puede expresarse en forma polinómica
y(k) + a1q−1y(k) + . . .+ an−1q−(n−1)y(k) + anq−ny(k)

= b1q−1u(k) + . . .+ bn−1q−(n−1)u(k) + bnq−nnu(k)

es decir
[1 + a1q−1 + . . .+ an−1q−(n−1) + anq−n]y(k)

= [b1q−1 + . . .+ bn−1q−(n−1) + bnq−n]u(k)
A(q−1)y(k) = B(q−1)u(k)

y(k) =
B(q−1)

A(q−1)
u(k)

El operador retardo es equivalente a z−1, aunque en el dominio del
tiempo.
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Relación entre las transformadas Z y de Laplace

Definición 1:
Dada una secuencia u(k) = u(0),u(1), . . . ,u(k), . . ., su transformada
Z se define como

U(z) = u(0) + u(1)z−1 + u(2)z−2 + . . .+ u(k)z−k + . . .

=
∞∑

n=0

u(n)z−n (29)

Definición 2:
Dada una secuencia u(k) = u(0),u(1), . . . ,u(k), . . ., su representación
como tren de impulsos (muestreo de una señal continua con
periodo T ) se define como

u∗(t) = u(0)δ(t) + u(1)δ(t − T ) + . . .+ u(k)δ(t − kT ) + . . .

=
∞∑

n=0

u(n)δ(t − nT ) (30)
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Relación entre las transformadas Z y de Laplace

Y si hacemos la transformada de Laplace de esta expresión

U∗(s) = L[u∗(t)]
= u(0) + u(1)e−sT + u(2)e−2sT + . . .+ u(k)e−ksT + . . .

=
∞∑

n=0

u(n)(e−sT )n (31)

Si definimos z = esT y sustituimos en la expresión anterior,
obtenemos la expresión de la transformada Z de la secuencia.

Ambas expresiones significan lo mismo, pero cada una tiene sus
ventajas e inconvenientes. La primera definición nos ahorra el usar
impulsos y transformadas de Laplace y simplifica notablemente los
análisis y diseños. La segunda nos permite usar la transformada de
Laplace para estudiar señales discretas.
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Respuesta impulsional de un sistema de tiempo
discreto
Sistema lineal e invariante en el tiempo

La respuesta de un sistema de tiempo discreto a un impulso unitario
se denomina secuencia respuesta impulsional. Esta secuencia de
respuesta impulsional puede utilizarse para representar la respuesta
de un sistema lineal de tiempo discreto a una secuencia de entrada
arbitraria al sistema {u(k)} = {u(0),u(1), . . . ,u(k), . . .}.

Esta secuencia puede expresarse como

u(k) = u(0)δ(k) + u(1)δ(k − 1) + . . .+ u(i)δ(k − i) + . . .

=
∞∑
i=0

u(i)δ(k − i) (32)
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Respuesta impulsional de un sistema de tiempo
discreto
Sistema lineal e invariante en el tiempo

Y para un sistema lineal, aplicando el principio de superposición, la
salida del sistema ante una entrada es la suma de las secuencias de
respuesta impulsionales a cada uno de los impulsos que forman la
señal de entrada

{y(k)} = {h(k)}u(0) + {h(k − 1)}u(1) + . . .+ {h(k − i)}u(i) + . . . (33)

que puesto en forma de sumatorio nos da la convolución de la
respuesta impulsional del sistema con la señal de entrada

y(k) = h(k) ∗ u(k) =
∞∑
i=0

h(k − i)u(i) (34)
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Respuesta temporal de un sistema de tiempo
discreto
Suma de convolución

Dado un sistema cuya respuesta impulsional en tiempo discreto
viene dada por la secuencia h(k), la relación entre la entrada y salida
del sistema en el dominio del tiempo (discreto) viene expresada por
medio de la suma de convolución, es decir

y(k) = h(k) ∗ x(k) =
∞∑

n=−∞
h(n)x(k − n) (35)

Esta relación entre x(k) e y(k) puede expresarse por medio de la
transformada Z en el campo complejo como

Y (z) = H(z)X (z) (36)

donde H(z) es la transformada Z de h(k).
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Función de transferencia
Sistema lineal e invariante en el tiempo

La relación entre la entrada y la salida del sistema x(k) e y(k) puede
expresarse por medio de la transformada Z en el campo complejo
como

Y (z) = H(z)X (z) (37)

donde H(z) es la transformada Z de h(k) que se denomina función
de transferencia discreta del sistema. La función de transferencia
del sistema en tiempo discreto es la transformada Z de su respuesta
impulsional:

H(z) =
∞∑

n=−∞
h(n)z−n (38)

De esta expresión sencillo de obtener la respuesta en frecuencia
evaluando H(z) alrededor del ćırculo unidad

H(ejw ) = H(z)|z=ejw (39)
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