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Introduccion al control digital

@ En Ingenieria de Control | se ha visto como controlar un sistema de
forma que su salida cumpla unas ciertas especificaciones:
sobreoscilacién, tiempo de subida, error en régimen permanente,
etc.

@ Los controladores que manipulan la sefal de error para calcular la
accion de control deseada han sido histéricamente dispositivos
analégicos: eléctricos, neumaticos, o mecanicos.

@ Todos estos sistemas tenian entradas y salidas analégicas que
estaban definidas de forma continua en el tiempo sobre un cierto
rango de valores.

@ Pero en los Ultimos 25 afios los controladores anal6gicos han sido
sustituidos por controladores digitales cuyas entradas y salidas
estan definidas en ciertos instantes de tiempo (tiempo discreto).
Estos controladores digitales pueden ser circuitos digitales,
computadores digitales o microprocesadores.
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Razones para el cambio

@ Precision.

@ Errores de Implementacion.
@ Flexibilidad.
@ Complejidad.
@ Velocidad.

°

Coste.
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Figura 1: Sistema de control digital de administracién de farmacos:
(@) Esquema de un sistema de administraciéon de farmacos.
(b) Diagrama de bloques de un sistema de administracion de farmacos.

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucsm-ICII

2025 5/67



Transformada Z

Definicion 1

@ Dada una secuencia causal de nUmeros:

x(K) = X0, X1, X2, . .., Xk, - - - 1)

se define la transformada Z de dicha secuencia como:

o0

+oo=> x(k)z k()

k=0

2 k

X(2)=x0+xz2 "+ xz2 24+ . +xz”

@ Latransformada Z definida segun la ecuacion (2) se conoce como la
transformada Z unilateral.

@ Eltérmino z~' se denomina operador retardo.

@ Donde z = re~/?, con r la magnitud y Q el angulo de z.
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@ Obtener la transformada Z de la siguiente secuencia:
x(k)=1{7,4,3,0,4,0,0,2,0...}
@ Solucion:
Segun la definicion vista:

X(z2)=) x(k)zk=7+4z7" 4322 +4z %4277+ ...
k=0
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Transformada Z de un tren de impulsos

Definicion 2

@ Un tren de impulsos representando a una sefial muestreada se
puede expresar como:

Ut (t) = Upd(t) + td(t — T) + ...+ ued(t — KT) + Z ukd(t — kT)
k=0

@ Latransformada de Laplace de esta sefial es:

Ui(s) = o+ e ST + ... + uee T + Zue SkT

@ Y la transformada Z seréa
o0
k=0

@ Donde
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Expresiones que utilizaremos

@ Suma de una serie geométrica de n términos
1 _ g+t

n

K _
> = o A
k=0

@ Suma de una serie geomeétrica de infinitos términos

> 1
k

Y a=— 1
=i lal <

k=0

Si |al > 1 la suma es infinita.
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Transformada Z de algunas sefales basicas
Impulso unitario

@ Impulso unitario o muestreo unitario (unit sample), §(k):

1 ifk=0
o(k) = { 0 en otro caso 3)

1
@ Latransformada Z de esta sefal es
k

U(z) = Z[6(K)] = > _d(k)z " =2z"=1
k=0

@ Latransformada de Laplace de esta sefial (u*(t) = d(t)) es
Ur(s) =1

@ La sefal impulso puede escribirse también como la diferencia entre
dos escalones 6(k) = u(k) — u(k — 1)
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Transformada Z de algunas sefales basicas
Escalon unitario muestreado

@ Escalén unitario (unit step), {u(k)}z2, = {1,1,1,1,.. .}

1 ifk>0
u(k) = { 0 enotrocaso

tiene como transformada Z

U(z):1+z*1+z*2+...+z*"+...:§:2”‘ [ [ I Ik

1 z
u(z) = 1—z71 z-1
@ Se puede interpretar como una suma de impulsos unitarios

desplazados en el tiempo u(k) = >_> _ _ u(n)é(k — n)
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Transformada Z de algunas sefales basicas

Exponencial muestreada

@ Exponencial. La secuencia exponencial se define como:

a ifk>0
u(k) = { 0 enotrocaso

donde a puede ser un nimero real o complejo. “p -
Cuando a = &9, donde wp es un nimero real, se N T “®
tiene una exponencial compleja S0 o123
g/kwo = cos(kwp) + fsin(kwo)

@ Sutransformada Z es:

=, a
Uz)=14az'+az2+.. . +dzF+... =) (S)F
(z2)=1+ - oot + >.(5)

1 z
U(z):1—(a/z) T z-a
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Transformada Z de algunas sefales basicas
Ejemplo

La transformada Z de la funcion exponencial f(k) = e~ para
k > 0 se obtiene como

F(Z) _ 7ak] ZefakT 7k
= 1+e 7z *‘ +e*°‘2Tz*2+...
B 1
- 1 _ efaTzf‘l
z
= — - 4
z—eT @
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Transformada Z unilateral de algunas funciones
Tablas de Transformada Z

En la tabla se pueden ver las transformadas de algunas de las
funciones mas usuales.

| f(k) | F(z) |
o(k) 1
d(k —n) z "
uo(k) 7=
a 72
K @17
k+ 1 7(2_51 v
sin(ok) | = fesetizet
cos(ak) %
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Descomposicion de sefales

@ Utilizando la sefial impulso unitario, una sefial puede ser
descompuesta en una suma de impulsos desplazados en el tiempo y
ponderados:

x(K)=...+x(=1)d(k+1)+x(0)d(k) +x(1)o(k — 1)+ x(2)6(k —2) +. ..

@ En una notacibn mas compacta:

x(k)=Y_ x(n)s(k — n) (5)
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Operador transformada Z

Definicion

Es muy usual considerar la transformada z como un operador que

transforma una secuencia x(k) en una funcién X(z), lo que se representa
simbolicamente de la forma

X(2) = Z[x(k)] (6)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Linealidad
Una propiedad muy importante de la transformada z es que es un
operador lineal. Dadas dos funciones (secuencias) f(k) y g(k) y una
constante « arbitraria, se verifica que:

Z[f(k) + g(K)] = Z[f(k)] + Z[g(K)] (7)

Zlaf(k)] = aZ[f(k)] = aF(2) (8)

@ Ejemplo:
f(k) = 2u(k) + 44(k)

F(z) = ZJ2u(k)] + Z[44(k)]
= 2Z[u(k)]+4Z[6(k)]
2z 4_ 6z—-4

z—1+ z—1

2025 17767
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Traslacion real o temporal

La transformada Z de una secuencia f(k) retardada n muestras en el
tiempo f(k — n) se puede expresar de la siguiente manera:

Z[f(k—n)] =z""F(2) 9)
y cuando es adelantada
Z[f(k +1)] = zF(2) — zf(0) (10)
Z[f(k +n)] = [2"F(z2) — z_: f(k)z" ¥ (11)
k=0

@ Ejemplo (retardo en el tiempo):
f(ky=4, k=2,3,4,5,...

F(z) = Z[4u(k-2)]
= 4z72Z[u(k)]
z 4

_ -2 _
= 4z z—1  z(z-1)
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

@ Ejemplo (adelanto en el tiempo):
Dada la secuencia f(k), {f(k)} = {4,8,16,...}, la transf. Z:

flk)y = 2kK2=g(k+2)
gk) = 2¢ k=0,1,2,...

F(2) Z[f(k)] = 22G(2) — 2%9(0) — zg(1)
N S BV,
z—-2 z—-2

@ Una solucién mas facil:

e Se escribe la secuencia como {f(k)} = 4{1,2,4,...} = 4 x {2k}
@ Se usa la propiedad de linealidad.
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Traslacion compleja

Si f(t) tiene la transformada Z, F(z), entonces la transformada Z de

e~2f(t) se define como F(ze?T), lo que se conoce como teorema de
la traslaciéon compleja.

Zle (0] = S HKT)e 372 = 3~ 1(KT)(2e) *  Fize”) (12
k=0 k=0
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Teorema del valor inicial
Sila transformada Z de la funcion f(k) es F(z), y si el zILm F(z) existe,
entonces el valor inicial f(0) de f(k) viene dado por:

£(0) = limf(k) = lim F(z) (13)

k—0 Z—00
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Teorema del valor final

Si la transformada Z de la funcion f(k), con f(k) = 0 para k < 0, es
F(z), y dicha funcién F(z) tiene todos sus polos dentro del circulo
unitario, con la posible excepcion de un polo simple en z=1, entonces
el valor final de f(k) puede obtenerse como:

lim f(k)

k— o0

imi(1 =z~ ")F(2)

oo z—1
= lim[——F(2)] (14)

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 22/67



Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Multiplicacién por &
Si la transformada z de la funcién f(k) es F(z), entonces la
transformada z de & f(k) se obtiene como

Z[df(k)] = F(a~'z) = F(z/a) (15)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Convolucion en tiempo discreto (real)

Sean F{(z) y F2(z) las transformadas Z de las funciones f(t) y f2(t),
entonces

Fi(2)Fa(2) = Z[f(k) x (k)]
N

= ZD_A(K)B(N—K)]
k;o

= ZD_h(KH(N—K)]
k=0

En esta expresion el simbolo x denota la operacion convolucién en el
dominio del tiempo (discreto). Una excepcion a este caso se produce
si una de las dos funciones es el retardo integral e~N'¢, ya que en
este caso

Z[e"NTSF(s)] = Z[e N5 2[F(s)] = 2 NF(2) (16)
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

@ Ejemplo (convolucién discreta):

Dadas dos sefiales escalén unitario muestreadas u(k),
{u(k)} = {1,1,1,...}, obtener la transf. Z de su convolucién discreta:

Aplicando el teorema de convolucion

F(z) = Zu(k

) * u(k)]
= U(2).U(z) =

—-1z-1

- (=)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Diferenciacion en el campo complejo
La derivada respecto a z de la transformada Z unilateral de una sefal

F(z) multiplicada por z es igual a:
dF(z)
dz

Zlkx(k)] = —z
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Propiedades de la transformada Z unilateral
Cont.

@ Ejemplo:
Dada una sefial en rampa muestreada f(k) = k, {f(k)} = {0,1,2,...},
obtener su transf. Z.

@ Solucion: la transformada Z de la sefial escaldén unitario muestreado
es U(z) = ;5.
Si expresamos la sefial f(k) como f(k) = k.u(k), k=0,1,2,...
Aplicando la diferenciacion compleja

F(z) = Zlk x u(k)]
d, z

725(2— 1)
(z—=1)-2z z

(z—=1?2  (z—-1)
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Propiedades de la transformada Z unilateral

@ Primera diferencia

La transformada Z unilateral de la primera diferencia entre dos
sefiales f(k) — f(k — 1) es

Z[f(k) ~ flk = 1] = (1 = 27)F(2) = = 'F2)

@ Sumatorio

La transformada Z unilateral de la suma de una secuencia de sefiales
f(k) viene dada por

V4
F(2)

Z[Z f(k)] = ﬁF(z) =
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Transformada Z inversa

@ Latransformada Z en los sistemas de tiempo discreto juega un
papel equivalente al de la transformada de Laplace en los sistemas
de tiempo continuo. De forma similar a lo que ocurria en aquella, es
necesario, después de operar en el plano Z para resolver la ecuacion
en diferencia, convertir dicha solucién al dominio del tiempo. En este
caso, al pasar de nuevo al dominio del tiempo, lo que obtendremos
como resultado es la correspondiente secuencia en el tiempo f(k).

@ En el caso de la transformada Z inversa, la secuencia que se obtiene
s6lo esta definida en el tiempo en los instantes de muestreo, por lo
que resulta una Unica secuencia f(k) pero que puede corresponder
al muestreo de un nimero infinito de funciones f(t).
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Transformada Z inversa

Férmula de inversion

@ Aligual que en el caso de la transformada de Laplace, existe una
expresion que nos da la transformada inversa Z en funcion de una
expresion integral en el plano Z

_ i n—1
= 20 ]iX(z)z dz

donde C es un contorno de integracion en sentido contrario a las
agujas del reloj que encierra el origen de coordenadas (teoria de
variable compleja).

x(k)

@ Poco practica ya que es dificil de resolver.
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Transformada Z inversa

Métodos practicos

@ Es posible calcular la transformada inversa Z mediante su expresion
integral, pero esto requiere resolver la expresion integral. Existen
varios métodos alternativos mucho mas simples:

e Division larga de polinomios.

o Tablas de transformadas.

e Expansion en fracciones parciales y blsqueda en tablas de
transformadas.
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Transformada Z inversa

Division larga

@ Mediante la division larga de polinomios se puede expandir F(z) en
una serie

Fi(z) fh+fz ' +hz2+.. . +fz"'

i
Z ka_k
k=0

@ Se obtiene la transformada inversa como la secuencia

{fo oy iy}
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Transformada Z inversa

Ejemplo: Division larga

@ Obtener por division de polinomios la transf. inversa de Z de

— __z+1
F(2) = #5370
@ Solucion:
241 2240.22+0.1
-(z40.2+40.1z%) z1+0.822-0.2623 ........
0.8-0.1z1

-(0.8+0.162140.0822)
-0.2621-0.082
-(-0.2621-0.05222-0.0262°3)

-0.0282z2+0.02z3

Fi(z)=0+2z"'+0,8272+(-0,26)z7%+...
@ La transformada inversa es la secuencia
{f(k)} = {0,1,0,8,-0,26,...}

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucsm-ICII



Transformada Z inversa

Tablas de transformadas

@ Es posible calcular la transformada inversa Z mediante su expresion
integral, pero esto requiere resolver la expresién integral.

@ Un método alternativo mucho mas simple es utilizar las tablas de
transformadas. Esto se puede hacer cuando la X(z) puede
expresarse como la suma de transformadas Z de sefales tabuladas

X(2)=X1(2)+ ...+ Xn(2)
cuya inversa se conoce: xq(K), ..., x,(k), es decir

X(K) = x1(K) + ... + Xn(K)

@ ;Pero como hacemos esto?
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Transformada Z inversa

Expansion en fracciones parciales

@ Enla mayor parte de las aplicaciones de control, tanto las ecuaciones
en diferencia como las soluciones de las mismas suelen tener la
forma de funciones racionales en z, del tipo

F(z) = gg;; a7)

donde N(z)y D(z) son polinomios en z.

@ Se asume que el grado del polinomio N(z) del numerador en z es
menor o igual que el grado del polinomio D(z) del denominador.

@ Esta expresion puede escribirse en la siguiente forma

_ N(z)
Tz a1z -1+ . 4 ap1z+ay

F(z2) (18)

donde los coeficientes a; son coeficientes reales.
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Transformada Z inversa

Expansion en fracciones parciales

@ Método:

@ Encontrar la expansion en fracciones parciales de la expresion
F(z)/z

@ Obtener la transformacion inversa f(k) usando las tablas de
transformadas Z.

@ Existen tres tipos de funciones basicas F(z) en el dominio de z:

@ F(z) tiene polos simples y reales (no repetidos).
@ F(z) tiene polos complejos conjugados y reales.
© F(z) tiene polos repetidos.
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Caso I: polos simples y reales

@ Sitodos los polos de D(z) son simples y reales, y hay por lo menos
un cero en el origen, entonces se expande @ de la siguiente forma

F(z) _ Ao Aq Az A,

mz) + + ot (19)
z z  (z-p1) (z2-p2) (2= pn)
@ Los coeficientes Ay, ..., A, se obtienen como los residuos de la
funcién compleja F(z)/z en el polo simple z = p;
F(z)

Ai=l(z- Pi)7}

y el coeficiente Ap como

Z=Pp;i

Ao = F(2)

z=0

@ Se realiza la expansion de la funcion F(z)/z en vez de la funcion F(z)
para que las fracciones simples de la expansion queden de la misma
forma que para las expansiones en fracciones parciales en s.
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Caso I: polos simples y reales

Ejemplo

@ Obtener la transformada inversa en z de la funcién

Z+1

F2)= 25327002

@ Solucién: Se va a resolver usando dos métodos distintos.
e Expansién en fracciones parciales (dividiendo por z).

F(2) z+1 A B ]
= ==+ -
z z2(z2+03z+0,02) z z+01 z+0.2

es decir
Az Bz Cz

_7+z+0,1 +z+0,2
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Caso I: polos simples y reales

Ejemplo (Cont.)

@ Calculo de los residuos

A= (72| = FO) = 555~ 50
. )
B=[(z+0,1) (Z)] =01 (10»1)(270171) -9
B F(2) . 1-02
C=1(z+02~ 71| .= Comcom ~ %

@ Con lo que obtenemos
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Caso I: polos simples y reales

Ejemplo (Cont.)

@ Buscando en la tabla de transformadas obtenemos

[ 505(k) —90(—0,1)% +40(—0,2)k ifk >0
F(k) = 0 k<0

@ Nota: Como f(0) = 0, la secuencia temporal puede reescribirse como

—90(-0,1)k +40(-0,2)k if k > 1
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Caso I: polos simples y reales
Ejemplo

@ Expansion en fracciones parciales (sin dividir por z):

z+1 A B
F&)= 70327002 z704 " z102

@ Calculo de los residuos

A=[(z+0,1)F(2)] =01 0,1 =9
B=[(z+02)F(z)] ’Z:_o,z - 1(—_0?1? -0
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Caso I: polos simples y reales

Ejemplo (Cont.)

@ Reescribiendo F(z)

9 8
F(z) = —
(2) Z+01 z102
B 9z 1 8z S
 z+0,1 z+0,2

@ Buscando en la tabla de transformadas (y usando el teorema del
retardo) obtenemos

9(—0,1)k" 1 —8(~0,2)k " ifk >1
f(k)_{o( ) 02 k<1

que da el mismo resultado que antes (aunque la expresién sea
distinta).
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Caso II: polos multiples y reales

@ Silos polos de D(z) son multiples, entonces la ecuacién (18) toma la
siguiente forma
N(z)
F(z)=
(z) (z—p1)?

y en ella z; tiene un orden de multiplicidad de 2. Descomponiendo la
expresion (20) en fracciones parciales, obtenemos

(20)

F(Z) . A1 I A2
z (z-p2 (z-p)

(21)

donde los coeficientes A; y A, correspondientes al polo multiple se
obtienen como
F(z)

Ay = [(z - p1 )27]

d

_ _ 2
7=p; A2 - dz [(Z p1)

F(2)

> )

(22)

Z=p1
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Caso II: polos multiples y reales

Expresion general

@ En general, si F(z) tiene polos de orden multiple, por ejemplo, el
polo p; es multiple con orden r, la expansion tiene la forma

F(z) _ N(z) z’: A1,1 +z”: A
z (Z_p1)r]._[/ r+1Z = Pj i=1 Z p1 re j:r+1zipf

@ La expansion del término correspondiente a este polo multiple es de

la forma
Ay n Az Air

+..ot
z—pi (z—p1)? (z=p1)

1 dx F(z
A1”k:k!dzk{(z_p1)r(z)}

donde

Z=Pp1
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Caso II: polos multiples y reales

Ejemplo

@ Obtener la transformada Z inversa de la funciéon

1

2= 2205

@ Solucioén:
e Expansién en fracciones parciales (dividiendo por z).

F(z) 1 A A A Ay

z  Z3(z—-05) BTt 05
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Caso II: polos multiples y reales

Ejemplo (Cont.)

@ Calculo de los residuos de @ = AE=05)
Para el polo simple:

As=[(z- 0,5)@]

Para el polo multiple:

F2) 1

z ]‘z:o - [z—o,st:o =2

A =2

A2 = %;Z{ZS?}L:O - ;iz{(zjio,s)}‘z:o = {(Z _7(:,5)2 }‘2:0 =4

CRE T Gl O IR P o = R (= v (R
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Caso II: polos multiples y reales

Ejemplo (Cont.)

@ La expansion queda como

Fz) 1 8 2 4 8
z  Z23(z-05) z-05 2z 22 Z
o bien 8
_ 92 52 41
F(z)= Z 05 2z 4z 8

@ Buscando en la tabla de transformadas, obtenemos

[ 8(0,5)k —25(k —2) — 45(k —1) —88(k) ifk=>0
f(k)_{ 0 k<0
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

@ Se usaran las transformadas Z siguientes (wq en rads):

e “sin(wyg)Z
72 — 2~ cos(wqg)z + 2«
Z|z — e~ % cos(wq)Z]
22 —2e=*cos(wg)Z + €22

Zle~ ¥ sin(kwy)] =

Zle *  cos(kwg)] =

donde los polos son:
pio=e “etle
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Caso lll: polos complejos conjugados simples
Ejemplo

@ Obtener la transformada Z inversa de la funcion

2B4+2z4+1
(Z— 071)(22 +Z—|—075)

F(z) =

@ Solucién:
e Expansién en fracciones parciales.

Az Az 2Re{K}z — 2Re{Kp*} Az+ B

z-p z-p* Z—-(p+p)z+lpP - (p+p)z+|pP

e Dividiendo F(z) por ztenemos

F(2) 22 +2z+1 Ay Ao Az+ B

z  z(z—-01)(z22+z+05) =z z-01 ' 2Z+z+05
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

Ejemplo (Cont.)

. : Flz) _ _ Fi2741
@ Calculo de los residuos de —* = FZ=0.1)(2+2705)

Para los polos simples:

B F(z) B 24+ 27+41 B
A=l o @ 2108 e = 72
B F(z) o B4 2z+1 N
Ae=[2=00=F)| = 27 08) a0, = 19689
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

Ejemplo (Cont.)

@ Para los polos complejos conjugados, operando algebraicamente (se
multiplica el denominador y se obtiene el sistema):

2 Al+A+A=1
z' ©  04A;{+05A,-01B=2
y resolviendo el sistema, dado que ya sabemos los valores de Ay y
A, obtenemos Ay B
A~1311, B~ —1557
Las otras dos ecuaciones pueden usarse para comprobar la validez
2 —0,05A; = —0,05(—20) =1
22 ©  09A +A—-01A+B
=0,9(—20) + 19,689 — 0,1(1,311) — 1,557 =0
Con lo que la expansion queda (multiplicada por 2)

19,689z 1,311z2 — 1,557z

F(z):fZOJrZ_O’1 212105
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

Ejemplo (Cont.)
@ Busqueda en la tabla de transformadas (los dos primeros términos
son faciles)

131122 1,557z 1,3112[z — e~ cos(wy)] — Cze~* sin(wy)
72 -2(-0,5)z+05 72 — 2e “cos(wq)Z + e 2

Igualando los coeficientes de los denominadores de ambas

expresiones
e “=,/0,5=0,707
cos(wg) = —0,5/e7% = —/0,5 = —0,707

y de aqui que wy = 37/4, que es un angulo en el segundo cuadrante,
y sin(wg) = 0,707
Igualando los coeficientes en z' del numerador, tenemos que

—1,311e7 cos(wg) — Ce~“sin(wg) = —0,5(C — 1,311) = —1,557
C = 4,426
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

Ejemplo (Cont.)

@ Sustituyendo los coeficientes, tenemos que

19,6892 , 1,3112[z — 0.707 cos(3r/4)] — 3,129zsin(3r/4)
z-0,1 72 — 2(0,797) cos(37/4)z + 0,5

F(z) = —20+

y entonces

e “sin(wqg)Z

z —ak k —
[e~*Fsin(kwy)] 22— 26  cos(wg)z + € 20

Z|z — e “ cos(wq)]

Z[e K cos(kwqg)] =
[ cos(kwa)] 22 —2e~*cos(wg)Z + €22
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Caso lll: polos complejos conjugados simples

Ejemplo (Cont.)

@ Con lo que la transformada inversa queda (a partir de tablas)

f(k) = —8(k)+19,689(0,1)k-+(0,707)[1,311 cos(3k /4)—4,426 sin(3rk /4)]

conk > 0.

Pole-Zero Map

1o}

Imaginary Axis
=)

45 . . a L L
-3 2 -1 0 1 2 3
Real Axis
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MATLAB

B 5(z+3)
2840122404z

@ G(2)

>> num = 5x[1 3]
>> den = [1 0.1 0.4 0]
>> denp =conv (denl, den 2)

@ Calculo de los coeficientes de las fracciones parciales

>> [r, p, k] = residue (num,den)
donde:
e p = polos

e r =residuos
e k = coeficientes de los polinomios resultantes de dividir el
numerador por el denominador
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MATLAB

Ejemplo (Cont.)

@ r =
0.6557 + 2.21311i
0.6557 - 2.21311i
19.6885
-20.0000

@ p =
-0.5000 + 0.50001
-0.5000 - 0.50001
0.1000
0

F(z) 28+ 2z +1
z  z(z-0,1)[(z+05)2+0,52]
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Expansion en fracciones parciales

Caso de mas ceros que polos

@ Cuando se tiene que

F(2) =

m > n, aunque este caso no suele presentarse en control ya que
implicaria la no causalidad del sistema, desde un punto de vista
teorico el tratamiento consistiria en desarrollar la expansién en
fracciones parciales de F(z) de la siguiente forma

m—n
F(z bgz? + C (23)
(2) = > ba Z kz r
g=0 k=1
donde los coeficientes by, ..., by Se obtienen como resultado de la

division polinébmica directa del numerador por el denominador.
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Resolucion de ecuaciones en diferencia
Ejemplo

@ Supongamos un cierto sistema, cuya ecuacion en diferencia es la
siguiente
x(k+2)+2x(k+1)+x(k)=0 (24)
Sabemos ademas que para dicho sistema los valores de x para k =0
y k = 1 son respectivamente x(0) = 1y x(1) = 0, y queremos
obtener la salida x(k) que dara el sistema (24).

@ Aplicando la propiedad de la traslacién real de la transformada Z,
tendremos lo siguiente
[22X(2) — 22x(0) — zx(1)] + 2[zX(2) — zx(0)] + X(2) =0
@ Siahora sustituimos x(0) y x(1) por su valor, nos quedara
[22X(z) — 2] + [2zX(2) —22] + X(z2) = O
22X(2)+2zX(2) + X(z2) = Z2+2z
7242z 7242z

X(@) = 212z+1 (z+1)?
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Resolucion de ecuaciones en diferencia

Ejemplo (Cont.)

@ Expandiendo en fracciones parciales esta expresion

X(Z)i A1 A2
z 12 T

Los coeficientes vendran determinados por

A = [(2—5—12)((22]271_22:_1:1
d X
TR T

@ Y su transformada inversa sera la solucién de la ecuacién en
diferencia para las condiciones iniciales que se han supuesto, es
decir

x(k) = (=) (=) (26)
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Operador retardo

@ También en el caso de los sistemas en tiempo discreto es frecuente
la utilizacion de un operador de transferencia que nos permita
expresar en forma polindmica la relacién en el tiempo de la sefial de
entrada con la de salida. En los sistemas de tiempo discreto dicho
operador es el denominado operador adelanto, que se suele
representar por el simbolo g

qu(k) = u(k +1) (27)
o su inverso, el operador retardo

q~'u(k) = u(k — 1) (28)
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Operador retardo

@ Utilizando este operador, una ecuacion en diferencia de orden n
y(k) + ay(k—1)+...+an-1y(k—(n—1))+ any(k—n)
= biuk—1)+...+bpqu(k — (n—1))+ byu(k — n)
puede expresarse en forma polindmica
y(k) + aiq y(k)+...+an-1g" " Vy(k) + ang "y (k)
= big 'u(k)+ ...+ bp_1q " Du(k) + bg~"nu(k)

es decir
M+aqg ' +...+ an-1q~ "1 4 anq "y(k)
= [b1 q‘1 + ...+ bpq q_("_” + bnq_n]u(k)

Al@ ")y(k) = B(q ")u(k)

B(g~")
y(k) Aq) V)
@ El operador retardo es equivalente a z=', aunque en el dominio del

tiempo.
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Relacidon entre las transformadas Z y de Laplace

@ Definicién 1:
Dada una secuencia u(k) = u(0), u(1),...,u(k),..., sutransformada
Z se define como

@ Definicién 2:
Dada una secuencia u(k) = u(0), u(1),...,u(k),..., su representacion
como tren de impulsos (muestreo de una sefial continua con
periodo T) se define como

u(t) = u(0)s(t)+ u()s(t— T)+ ...+ u(k)d(t — kT) + ...

o0

= > u(n)i(t—nT) (30)

n=0
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Relacidon entre las transformadas Z y de Laplace

@ Y si hacemos la transformada de Laplace de esta expresion

Us(s) = Lu*(1)]
= U(O) + U(1 )e*ST —+ u(2)e*237— NI u(k)efksT +..
= e u(n)(e_sT)n 31)
n=0

@ Sidefinimos z = €°7 y sustituimos en la expresion anterior,
obtenemos la expresion de la transformada Z de la secuencia.

@ Ambas expresiones significan lo mismo, pero cada una tiene sus
ventajas e inconvenientes. La primera definicién nos ahorra el usar
impulsos y transformadas de Laplace y simplifica notablemente los
analisis y disefios. La segunda nos permite usar la transformada de
Laplace para estudiar sefales discretas.
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Respuesta impulsional de un sistema de tiempo

discreto

Sistema lineal e invariante en el tiempo

@ La respuesta de un sistema de tiempo discreto a un impulso unitario
se denomina secuencia respuesta impulsional. Esta secuencia de
respuesta impulsional puede utilizarse para representar la respuesta
de un sistema lineal de tiempo discreto a una secuencia de entrada
arbitraria al sistema {u(k)} = {u(0),u(1),...,u(k),...}.

@ Esta secuencia puede expresarse como
u(k) = u(0)s(k)+ u(1)s(k — 1)+ ...+ u(i)d(k — i)+ ...
(32)

I
‘Mg
<
\;1
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Respuesta impulsional de un sistema de tiempo

discreto

Sistema lineal e invariante en el tiempo

@ Y para un sistema lineal, aplicando el principio de superposicién, la
salida del sistema ante una entrada es la suma de las secuencias de
respuesta impulsionales a cada uno de los impulsos que forman la
sefial de entrada

{y(K)} = {h(K)}u(0) + {h(k — 1) u(1) + ...+ {h(k — ) }u(i) + ... (33)

@ que puesto en forma de sumatorio nos da la convolucion de la
respuesta impulsional del sistema con la sefial de entrada

y(k) = h(k) = u(k) = Zh —i)u (34)
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Respuesta temporal de un sistema de tiempo

discreto

Suma de convolucién

@ Dado un sistema cuya respuesta impulsional en tiempo discreto
viene dada por la secuencia h(k), la relacién entre la entrada y salida
del sistema en el dominio del tiempo (discreto) viene expresada por
medio de la suma de convolucion, es decir

y(k) = h(k) * x(k) = i h(n)x(k — n) (35)

n=—oc

@ Esta relacién entre x(k) e y(k) puede expresarse por medio de la
transformada Z en el campo complejo como

Y(2) = H(2)X(2) (36)

@ donde H(z) es la transformada Z de h(k).
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Funcion de transferencia

Sistema lineal e invariante en el tiempo

@ Larelacion entre la entrada y la salida del sistema x(k) e y(k) puede
expresarse por medio de la transformada Z en el campo complejo
como

Y(2) = H(2)X(2) (37)

@ donde H(z) es la transformada Z de h(k) que se denomina funcion
de transferencia discreta del sistema. La funcion de transferencia
del sistema en tiempo discreto es la transformada Z de su respuesta
impulsional:

H(z) = i h(n)z=" (38)

n=—oo

@ De esta expresion sencillo de obtener la respuesta en frecuencia
evaluando H(z) alrededor del circulo unidad

H(&") = H(2)| ;—em (39)
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