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Ejercicio 1
Calcular la transformada z unilateral de la funciéon rampa

unitaria: 0
t, >
x(1) = {o t<0

Tener en cuenta que la funcion se puede reescribir teniendo en
cuenta el periodo de muestreo: x(kT) = kT, k=0,1,2...

Solucion:

Aplicando la definicién de la transformada y la formula que permite
obtener el sumatorio de la serie resultante, la transformada seria:

X(z)=> x(kT)z Z KTz =T kz'*
k=0 k=0
X(2)=T(z"+2z2+3z3+..)

z Tz
X)) =Ta—z7 2~ z-17
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Calcular la transformada z de la funcion sinusoidal:

' >
x(1) = {sm wt, t>t

0, t<0

Solucion:

Teniendo en cuenta que " = cos wt + jsin wt y
e = cos wt — jsin wt, tenemos:

@ sinwt = (e — e M)

@ cos Wt = %(e/W’ + e—f"'”)

La transformada z de la funcidén exponencial la conocemos:
1

1_ e-(ZTZ-l

f(k)=e' ™, k=0 = F(z)=

La funcidn sinusoidal se puede reescribir como resta de
exponenciales, luego la transformada buscada sera:

1 1 1
X(2) = 2j (1 ez 1 q_ efWTZ1) -
1 (e/WT _ e—jWT)Z—1
T 2j1 — (eMT f e M)z 1 4 772

Entonces:

z VsinwT ZsinwTl

T 1 -2z TcoswT +2z2 2z2—2zcoswT + 1

X(z)
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Ejiercicio 3
Calcular la transformada z de la funcion:

a1 k=1,23,..
f(k):{ 0 k<0

Solucion:

Para resolver este problema hay que usar la propiedad de traslaciéon
real o temporal: Z[f(k — n)] = z7"F(2)

Como el retardo en este caso es de una unidad: Z[f(k —1)] = z 1F(2)
La transformada z de la funcién la conocemos: Z [a"] = ——

Por lo tanto:

1 z1
_ k1] _ -1 _
211kl =2 {a } 4 1-az 1 1-az
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Ejercicio 4
Obtener la transformada z de la curva mostrada en la figura

suponiendo que el tiempo de muestreo T es 1 sg.

1.5

x(t)

0.5

10

Solucion:
De la figura obtenemos:
x(0)=0, x(1)=0,5 x(2)=0,5

x(3)=0,75 x(k)=1,k=4,56...

La transformada z de x(k) sera:

X(z)=> x(k)z¥=025z""1+05022+075z°%+z*+2z°+2z°%+ .
z 'zt z 84zt
-1 41 — z71)
71—z
41— z1)2

k=0
1

X(z) =0,25(z7 ' +2272+3z27%) + 2‘41 z
X(2) - zVlpz24z3 4241 -2

4(1 —z71) (1—2z"1)

Otra forma de calcularlo seria a partir de la expresion de la curva:

x(t) = %t - %(t —4)u(t - 4)

Donde u(t — 4) es un escaldn unitario que ocurre cuando t = 4. Como
conocemos el tiempo de muestreo la transformada z puede ser

calculada de la forma siguiente:
X(2) = Z[x(t)] = Z Ht] _z H(t (i - 4)]

1 1 z4z71
X =3G=z2 aa-z7y
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(1 —-z7%)

41—z )2
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La funcidon y(k) esta compuesta por una suma de funciones x(h),
endonde h=1,2 3, ... k, de tal forma que:

y(k) =S _ x(h) k=0,1,2, ..
donde y(k) = 0 para k < 0. Obtener la transformada z de y(k).

Solucion:

Si descomponemos la expresion:

y(k) =x(0) +x(1) + x(2) + ... + x(k — 1) + x(k)
y(k—1)=x(0)+x(1)+x(2)+ ... + x(k— 1)

Restando: y(k) —y(k—1)=x(k), k=0,1,2,...
Transformando enz: Z[y(k) — y(k —1)] = Z[x(k)]
Utilizando la traslacion real o temporal, la expresion anterior queda:

Y(2)-zY(2) = X(2)
Finalmente, la transformada queda:
Y(z) = —=X(z), donde X(z) = Z [x(k)]
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Dadas las transformadas z de sin wt y cos wt, obtener la
transformada z de e “!sinwt y e *cos wt usando el teorema de la
translacion compleja.

Solucion:

. . =1 . .
Teniendo en cuenta que Z [sin wi] = 7 Ci':V";’LZ,Z, substituimos z por

ze*T para obtener la transformada z:

e Tz VsinwT
1 —2e 2Tz 1coswT + e 2aTz-2

. -1 . .
Teniendo en cuenta que Z [cos wi] = 1_212‘_21 Cog?;;"lz_z, substituimos z por

ze*T para obtener la transformada z:

Z [efo‘t sin Wt] =

1 — e Tz 1 coswT

Z e coswt]| =
[ ] 1 —2e 2Tz 1coswT 4 e 2aTz-2
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Determinar el valor final x(co) utilizando el teorema del valor

final:

1 1
X(2) = == — 7=garz1» >0
Solucion:

#(oe) = I (1= 27 X(@) = I |1 -2 (7=~ 7= |

) 11—z
:z"ﬂ (1 1 —93721) =1

Nota: Como X(z) es realmente la transformada de x(t) =1 — e ¥, se
puede calcular a partir de esta expresion:

X(c0) = Iim (1 — e ¥) =1

t—o0
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Encontrar x(k) parak =1,2,3,4,... cuando:

10z+5
(z—1)(z-10,2)

X(z) =

Solucion:

Primero reescribimos la expresion para tenerla como polinomio en
—1.
z h

10z + 5272

- 1-12z14+0,2z2

Para resolver este problema vamos a utilizar el método de la division
directa, obteniendo la transformada inversa de z mediante la
expansion de X(z) en serie en potencias de z~'. Este método es Util
cuando es dificil obtener la expresion en forma cerrada o sélo se
necesitan los primeros términos de x(k).

Se expande X(z) para aprovechar la definicion de la transformada z:

X(2)

X(z)=> x(kT)z K =x(0) + x(T)z '+ x(2T)z 2 + ... + x(kKT)z ¥ + ...
k=0

Dividiendo sucesivamente, tenemos:
10z~ ! 4 5272 . 17272 — 2273
= 10z +
1—-1,227140,2272 1-1,2271 40,2272
18,4273 — 3, 4274
1-1,227140,222
18,68z % — 3,682 °
1—1,2z27140,2z2

= 10271417272+

= 10z '+17272+ 18,42 % +

Por lo tanto: X(z) =10z +17z72 4+ 18,423 + 18,68z % + ...
Comparando este resultado con la expansion se obtienen los
primeros términos de la serie:

x(0) =0, x(1) =10, x(2) =17, x(3) = 18,4, x(4) = 18,68

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido UcsmM - IC I



Ejercicio 9 (1/2

Obtener la transformada inversa de z para la siguiente expresion
mediante expansion en fracciones parciales:

224742
(z—=1)(z2—z+1)

X(z) =

Solucion:

Primero se expande X(z) en fracciones parciales y se obtienen los
coeficientes por igualacién:

X(z) = A N Bz+C (A+B)zZ*+(-A-B+C)z+(A-C)
Cz—1 Z22—z41 (z—-1)(z2-z+1)

lgualando con la ecuacion del enunciado se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

A+ B=1
“A-B+C=1
A-C=2
Resolviendo:;
A—4 B—-3 C=2
X(2) = 4 -3z+2 4z 1 N — 3z 142772
z—-1 Z2—z41 1-—z1V A —_z14z2

Hay que tener en cuenta que los polos del término cuadratico son
complejos conjugados, luego la expresion anterior se puede reescribir

como:
1 1 2 2
X(z) = 4z 3 Z _0,52_ 0,?2 ]
1—z1 1—z 14272 1—z 14272
1-05z" 0,5z71
_ —1 . —1 ) —1 )
X(2) = 42 1 —z1 32 (1 —z—1+z—2) e 1 -z 1422

Sabemos que:

e Tz lsinwT
1 —-2e Tz 1coswT 4 e 2aTz-2
1—e Tz 1coswT
1 -2 Tz 1coswT + e 2aTz-2

Z [e_o‘t sin Wt] =

Z [e‘o‘t cos Wl‘] =
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Ejercicio 9 (2/2

Se puede identificar e2*7 =1 ycoswT = 0,5 en este caso, luego
tenemos wT = /3 ysinwT = +/3/2. Por lo tanto:

[ 1-0,5z"1 K
—1 ) __ 1k

z _1—2—1+z—2] =17 cos 3
P 0,5z _ | ] (V/3/2)z _ kg kT
1—z14+2z72] V31l—z1+2z72 V3 3

Finalmente:

_ k—1y k—1 (k—=1)m T ke (K=T1)7
x(k)=4(1""") = 3(1"" ") cos 3 + \/5(1 )sin 3

Reescribiendo:

3 T3

k =
x(k) 0. k<0

Una solucién alternativa seria:

4 z! z-1
_ —1 . 1
X(2) = 42 1 —z1 3 <1 —z 1+ 2—2) +2z 1 -z 1422

{4 — 3cos KT 4 1 gip @, k=1,23, ..

Como:

-1 z' ] 1, k=1,2,3,..
1—z-1] 10, k<0

—1
-1 Z o 2 K\ - k’ﬂ'
‘ [1 —z—1+z—2] = alsing

La solucidn sera:

ik 4 - (k—1)m
X(k): 4—2\/§S|nT—|—\/—§S|n( 3)7 k:172’37”.
0, k<0
Aunqgue esta solucién pueda parecer diferente de la obtenida

anteriormente, ambas soluciones son correctas y tienen los mismos
valores de x(k).
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Obtener la transformada inversa de z para la siguiente expresion
mediante expansion en fracciones parciales:

Z+2

X =22

Solucion:

Primero se expande X(z) en fracciones parciales y se obtienen los
coeficientes por igualacion:

A B C Az2+B(z—2)+Cz(z-2)

XA =gyt 2t 7~ (z—2)22
A+C=0
B-2C=1
2B=2
Resolviendo:
A=1, B= -1, C=1
11z s
= 2 2 7271 % 77

Hay que tener en cuenta que X(z) tiene un polo doble en z =0, luego
la expansion debe incluir los términos 1/2z? y 1/z. Las transformadas
inversas de todos los términos son conocidas:

P z-1 2k k=1,23, ...
1-2z71 | O, k<0

—1 -27 __ 17 k:2

Z |z ]_{o, k42

Z_1P,q::{1,k::1

0, k#i1
Por lo tanto, la transformada inversa de z para X(z) esigual a:
0- 0- 0 =0, k =0
1- 0- 1=0, k=1
x(k) =
2-1-0 =1, k=2
2'-0-0=2"", k=34,5,.
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Ejercicio 11 (1/3

Obtener la transformada inversa de z para la siguiente expresion
mediante division directa y mediante expansion en fracciones

parciales:

- z(z+2)
SN

Solucién:

Division directa: reescribimos la expresion para que el término mayor
sea de grado cero:

X(z) = z(z+2)  zZ2+2z = 14277
C(z—1)2 z22-2z+1 1-2z142z32

Dividiendo se van obteniendo los valores de x(k):

142z 4r'-77? 47 ' - 77?

=1+ , X(z)=1+—2 "2
1-2z7'+z7° 1- 2z +77? (2) 1- 2z 4777
477 - 77 L 7z7-477 L 7z%-477
1-2z'+277? =4z +1— 277 47272 X(2) =1+4z +1— 2z +77?
-2 4.3 -3 _ o -4 3 _ -4
—1722 _142 — =7z +—11022 — 7Z_2 , X(z)=1+4z "' +7z77 +—110Z2 — 7Z_2
-27 ' +2 -27 42 -2z 42
10z7%- 7274 1327%-10z° X X . 13z°*-10z°
%:102'3+3Z_—102_2, X(2) =1+4zl+7zz+1023+3z_—102_2
1- 2z +z 1- 2z +z 1- 2z +z

El resultado sera: X(z) =1+4z1+7z2+10z3 + ...
Los primeros términos de x(k) son:
x(0)=1, x(1) =4, x(2)=7, x(3) =10, ..

Expansion en fracciones parciales:
Como el grado del numerador es igual al del denominador, podemos
utilizar la primera division de las efectuadas anteriormente:

4z71 — z72 4z — 1
XA =1 g2 T g
B 4z -1 B C  Biz-1)+C
G e e P Y A F )
B=4
C-B=-1
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Ejercicio 11 (2/3

Resolviendo:

B=4, C=3
4z —1 4 3 471 3z°2
X(z) =1 — 1 — 1
e e DE Al e AL R A € gD
Las transformadas inversas de todas las fracciones son conocidas:

B 1, k=0
4 1[1]:{0, k=1,23, ..

Z-1 [(1_2;1)2} _k, k=1,23,..

-1 z' ] (1, k=1,2,3,...
1—z1 10, k<0

La solucidn en este caso sera:

x(0)=1 x(k)=4+3(k—1)=3k+1, k=1,2,3, ...
Esta ecuacion puede ser reescrita de forma:

x(k)=3k+1, k=0,1,2,...
También se puede resolver expandiendo a partir del método de los

residuos:
4z —1
X(z)—1+(z_1)2:1+H(z)
H(z) _ Ao A n Az
z z (z—1)2 z-1
Ao— [Z@] = —1
Z z=0
A= |(z 1)2H(z) :[42—1] _3
L 4 z=1 4 z=1
o d > H(2) _d [4z-1 B
AZ_E_(Z_” z z—1_E|: z ]z—1_1
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Ejercicio 11 (3/3

De manera que H(z) se puede escribir como:

H(z)_—1Jr 3 N 1
z z (z-1)2 z-1
3z z
H(Z):_1+(z—1)2+z—1
4z —A1 3z z 3z V4
X(z)=1+ s=1-1+ 5+ = 5+
(z-1) (z—=1)72 z—-1 (z=1?7 z-1

3z~ N 1
(1 _ Z—1)2 1 — 2_1
—1 ! _ —1 1 _
Z7V 2] =k k20, Z71 ] =1, k20
La transformada inversa del primer componente es una rampa
multiplicada por tres, y la del segundo es un escalén, luego la solucién

es la siguiente:

X(z) =

x(k)=3k+1, k=0,1,2, ...

Vemos que esta expresion coincide con el resultado obtenido con la
otra expansion.

2025 15720
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Resolver la siguiente ecuacion en diferencia utilizando el método
de la transformada z:

x(k+2)+3x(k+1)+2x(k) =0, x(0)=0, x(1)=1

Solucion:

Primero hay que tener en cuenta que:

Z [x(k+2)] = z2X(2) — z°x(0) — zx(1)
Zx(k+1)]=2'X(2) - zx(0)
Z [x(k)] = X(2)

Calculando la transformada de la ecuacion en diferencia:

Z°X(2) — 2°x(0) — zx(1) + 3zX(z) — 3zx(0) + 2X(z) = 0
Substituyendo las condiciones dadas y simplificando, llegamos a:

z B z
z224+3z+2 (z+1)(z+2)
Expandiendo en fracciones simples:

X(z) =

b4 Z z+1+z+2

X(z) A A A
@) A A A

Ao = [Z@] =0
z z=0
A= [ | = sl =

— L‘ —
7—_D Z+1 1 z=-2
z 1 1
T z4+41 z4+2 1+z1 142z
Teniendo en cuenta que:

z" [1+121} = (_1)k7 z"! {1+2121] - (_2)k
La solucion sera:

1

X(K) = (=1)k — (=2)k, k=0,1,2,..
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Ejercicio 13 (1/2

Resolver la siguiente ecuacion en diferencias utilizando el método
de la transformada z dejando el resultado en funcién de x(0) y

x(1):
x(k+2)+ (a+ b)x(k+1)+ abx(k) =0
donde ay b son constantesy k =0,1,2,

Solucion:
Calculando la transformada de la ecuacion en diferencia:

[2°X(2) — Z°x(0) — zx(1)] + (a+ b)[zX(2) — zx(0)] + abX(z) =0
Reordenando la expresion:

22 + (a+ b)z + ab]X(2) = [22 + (a+ b)Z]x(0) + zx(1)
X(z) = ZHarbaxO)rax(t) _ [+(arh)z]x(0)+2x(1)
- z°+(a+b)z+ab - (z+a)(z+b)

Como -a y -b son las raices del polinomio caracteristico, hay que
separar dos casos: a) aZzbyb)a=b

a) a£b. Expandiendo en fracciones simples:

X(z) A A A
()——0+ 1 2

= +
Z z z+a z+b

X
Ao = [zﬂl 0
z z=0
A = [ Z+a @} . [z+a+bz]i(b)+x(1) . _ bx(([)))j-;(ﬂ
A = [ (z+ b) %} . [z+a+bz]i(a)+X(1) = ax((;)j;((n
( ) _ bX(0)+X(1) 1 X(0)+x(1)

zZ+a + 2 a—b z+b7 a#b
_b (O)+x(1) 1 +a (0) + x(1) 1
b—a 14+ az 1 a—-b 1+ bz1

x(k) = DXOx()(_ ayk %(—b)k azb k=0,1,2,

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido UcsmM - IC I



Ejercicio 13 (2/2

b) a = b. Ahora hay un polo multiple, luego la expansiéon se hara de
forma distinta:
(2% +2az)x(0) + zx(1)
(z+ a)?
X(Z) Ao A1 A2
z z+(z+a)2+z+b

Ay = [z@]

— (z+2a)x(0) + x(1)|,__, = ax(0) + x(1)
Al = Ll(z+2a)x(0) + x(]|,__, = x(0)

X(z) =

=0
z=0

~ zx(0)  z[ax(0) +x(1)]  x(0) [ax(0) + x(1)]z~!
“Zzva (z+a?2  1+az! (14+az1)?
La solucién sera:

X(z2)

x(k) = x(0)(—a)* + [ax(0) + x(1)]k(—-a)* ', a=b k=0,1,2,...
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Ejercicio 14 (1/2

Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:

2x(k) —2x(k — 1) + x(k — 2) = u(k)

1, k=0,1,2,3, ..
“(k):{o k<0

donde x(k) = 0 para k < 0.
Solucion:

Primero hay que calcular la transformada z de la expresion teniendo
en cuenta la propiedad de translacion real o temporal y la
transformada de u(k) ya que es conocida.

2X(2) —2z7'X(2)+ z72X(2) = 5

Despejando X(z) en la expresion anterior:

T 1 B z3

1 —z12-2z142z2 (z-1)2z2-2z+1)
Esta expresion se puede expandir en fracciones parciales. Los
coeficientes se obtendran por igualacion:

X(2)

z8 Az Bz? + Cz
X(z) = 5 = + 5>
(z—-1)(2z2 —2z+1) (z—-1) (2z2-2z+1)
Se buscan expresiones cuya transformada inversa sea conocida. En
este caso hay que tener en cuenta que el numerador es igual a 23

2A+ B)z® + (-2A+ C - B)z2 + (A- C)z
(z—-1)(2z°2 — 2z +1)

2A+ B =1
—2A+C-B=0

X(z):(

A-B=0
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Ejercicio 14 (2/2

Resolviendo:
A=1, B=-1, C=1
z —Z2+ 2z 1 —1 4z
X — —
@) =7 %27 2,1 T z7t2 277122

Esta ecuacidon puede reescribirse de tal forma que queden
transformadas inversas conocidas (en este caso hay que buscar las del
seno y el coseno):

T 1 1= 0,521 N 1 0,521
1—-z" 21—z1405z2) 2(1-z"1+0,5z72)
Mirando en las tablas las transformadas z del seno y el coseno, se

puede identificar e2*T = 0,5 y coswT = 1/v/2. Tenemos wT = /4,
sinwT =1/v2 ye T = 1/\/_ Por lo tanto:

X(z) =

x(k)=1-— 1 e KT cos wkT + 1e KT sin wkT

2 2
k
x(k) %( ) cos KT 7 —(—2) smk47r, k=0,1,2,..
x(0)=0,5, x(1) , X(2) =125, x(3) =1,25,
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