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0 Esquema de un sistema de control en tiempo discreto
e Muestreo y blogueo
e Obtencion de las funciones de transferencia discretas equivalentes

e Teorema de muestreo

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICll 2025 2/49



Control en tiempo discreto

Esquema tipico

Referencia Variable
Entrada Controlada
E—— Ordenador |— DAC

Actuadory
Proceso

ADC Sensor

Figura 1: Sistema de control digital.

@ Para controlar un sistema fisico real o proceso mediante un
controlador digital (computador) es necesario tomar medidas del
sistema, procesarlas y actuar sobre el sistema.

@ Normalmente el proceso o plantay el actuador son analégicos, por
lo que hay que pasar de sefiales continuas a discretas y viceversa.
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Ejemplo

Control de una turbina de avion

Orden del Estado de la
Piloto Motor aeronave
— Ordenador |—» DAC A
turborreactor
Estado del
motor
ADC Sensor del
motor
Sensordela

ADC |+—

aeronave

Figura 2: Sistema de control de una turbina de avion.
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Ecuaciones en diferencias

Las ecuaciones en diferencias aparecen en problemas donde la variable
independiente, normalmente el tiempo, s6lo puede tomar un nimero
discreto de valores. La ecuacién en diferencias no lineal

y(k+n) = fly(k+n-1),y(k+n-2),...,
y(k+1),y(k),u(k+n),u(k+n—-1),...,
u(k+1),u(k)] (m

se dice que es de orden nya que es la diferencia entre los tiempos mayor
y menor de los argumentos y(.) y u(.).

Por el momento so6lo nos interesaremos en los sistemas lineales, cuya
expresion es mas sencilla:

y(k+n+ap1y(k+n—1)+anoyk+n—-2)+...+aiyk+1)+ayk) (2)
= bou(k +n)+ bp_1u(k+n—1)+ ...+ bru(k + 1)+ bou(k)  (3)
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Muestreadores y bloqueadores

@ Muestreador (Sampling). El muestreador es un circuito que
permite la capturar el valor de una sefial analégica en un cierto
instante de tiempo.

@ Bloqueador o retenedor (hold). El bloqueador o retenedor tiene
como entrada una sefial digital y se encarga de mantener en la salida
constante el valor de entrada durante un tiempo especifico.

@ Conversor Analégico/Digital (A/D). Convierte una sefial analégica
en una sefial digital codificada numéricamente.

@ Conversor Digital/Analoégico (D/A). Convierte una sefial digital
codificada numéricamente en una sefal analégica.
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Muestreador

Modelo del ADC

@ Normalmente en los esquemas de control el proceso de muestreo y
conversion de la sefial analdgica en una digital se suele representar
mediante el siguiente simbolo que representa a un muestreador
ideal:

T

Figura 3: Muestreador.

@ Solemos asumir que:

o Las salidas del ADC son exactamente iguales en magnitud a las
entradas (i.e., despreciamos los errores de redondeo).
Ganancia unidad.

e Los ADC dan las salidas instantaneamente. No hay retardo.

e El muestreo es perfectamente uniforme.

e Es decir, el ADC es un muestreador ideal con periodo T.
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Bloqueador

De orden cero

@ El bloqueador (retenedor) convierte la sefial digital en una sefial continua. El
mas simple es el bloqueador de orden cero (zero order hold), que mantiene
el valor de la sefial constante durante el ciclo de muestreo, es decir:

{u(k)} = u(t) =u(k), KT<t<(k+1)T,k=0,1,2,...

1

kT Retenedor de KT (k+1)T
orden cero

Figura 4: Bloqueador de orden cero.

@ Se suele asumir que en el bloqueador (DAC)
@ Las salidas son de exactamente igual magnitud que las entradas.
Ganancia unidad.
@ Da la salida analégica instantdneamente. No hay retardo.
@ Las salidas son constantes durante todo el periodo de muestreo para el
BOC. Otros bloqueadores son el first-order hold que construye la sefial
con rectas y el second-order hold que construye la sefial con parabolas.
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Bloqueador: respuesta temporal

@ Las respuestas de un bloqueador de orden cero y de orden uno.

Salida
Salida

a) b)

Figura 5: Bloqueadores: a) Bloqueador de orden cero. b) Bloqueador de
orden uno.
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Bloqueador

Funcién de transferencia

@ Sise observa la figura anterior, el bloqueador es basicamente la
resta de dos escalones unitarios desfasados en el tiempo un periodo.

@ Tomando la transformada de Laplace, obtenemos la funcion de
transferencia del bloqueador de orden cero, es decir:

Groo = L{u(t)} — L{u(t = T)} = % e 1-e

S S
Escalon positivo

kT (k+D)T

Escalén negativo

Figura 6: Bloqueador - resta de dos escalones unitarios desfasados.
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia

Funcidnes de transferencia en serie

@ Un sistema de tiempo discreto incluye diferentes subsistemas
interconectados que incluyen uno o varios muestreadores. La
localizacion de estos tiene una fuerte influencia en la funcion de
transferencia global.

@ Para dos sistemas conectados en serie H;(s) y Hs(s), la transformada
de Laplace de la salida viene expresada por

Y(8) = Ha(s)Hi(s)U(s)

@ Sise hace la transformada inversa, obtenemos la respuesta temporal
t r
y(t) = / ha(t — 1) [/ hy(r — A)u(A)dA} dr
0 0
t T
= / u(t—r) {/ hy(T — /\)hz(/\)d)\} dr
0 0

- / Ut — ) heo(7)dIT o
0
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Cont.

@ Sila salida de los bloques situados en cascada es muestreada:
KT
y(kT) = / U(KT — T)heg(T)dT, Kk =1,2,...
0

@ En la salida se produce la convolucién de la entrada y las dos
respuestas impulsionales, por lo que no resulta posible separar
los efectos de las seifales que la generan.

Heq(2)

Sistema 1 Sistema 2  Muestreador

Figura 7: Configuracién funcién de transferencia muestreador.
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Cont.

@ Siuno de los dos bloques es el muestreador, la salida del sistema realiza la
convoluciéon de una sefial muestreada u*(t) con la respuesta impulsional del
sistema de tiempo continuo H(s).

U(s) <, Us) ) ¥s)
; >

Figura 8: Configuracidon muestreador funcién de transferencia.

@ La salida es una suma de las respuestas impulsionales del sistema h(t)
desplazada a las posiciones del tren de impulso, con lo que la funcién
temporal resultante es:

Yt = / Pt — )u(r)dr = / Pt ) [ u(kT)s(r — kT)} dr
_ Z u(kT) / bt — 7)3(r — kT)dr = i u(KT)h(t — KT)
k=0 k=0

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 13749



Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Cont.

@ Muestreando la salida obtenemos la suma de convolucion

y(kT) = _u(iT)h(KT —iT), k=0,1,2,3,...
i=0

es decir,

o en el dominio del tiempo

Y*(s) = H*(s)U*(s)
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia

Cascada de bloques

@ En el caso de sistemas conectados en cascada muestreados al final y
sus componentes no se pueden separar después del muestreo:

Y(2) = H(2)U(2) = (HiHz ... Hn)(2)U(2)

@ Sin embargo, si los sistemas situados en cascada estan separados
por muestreadores, cada bloque tiene una salida y entrada
muestreada, asi como una funcion de transferencia Z.

Y(z) = H(2)U(z) = Hi(2)H2(2) ... Hi(2)U(2)
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia

Ejemplos de configuraciones

@ Ejemplos:
S z

R(s) Y*(s) R(2) Y(z)

R(s) Y*(s) R(z) Y(z)
™ e e
o - " s
R(s)G,(s) [R(s)G,(s)]* .

R(s) 1 Y*(s) RGMW Y(2)

Y(s)

Figura 9: Ejemplos de configuraciones.
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia

Ejemplo

@ Encontrar la secuencia de respuesta impulsional muestreada
equivalente y la funcion de transferencia z equivalente para una
conexion en cascada de dos sistemas analégicos con entrada

1 2 A
muestreada H1(s) = 53 Y H2(S) = 553, para ellcaso en que estén
conectados directamente y el caso en que estén separados por un

muestreador.
@ Solucioén:
e En ausencia de muestreadores entre los sistemas, la funcién de
transferencia global es
2 1 1
(s+2)(s+4) s+2 s+4

H(s) =

y la respuesta impulsional en cascada es

h(t) = e 2! — g™
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Ejemplo (Cont.)

e Larespuesta impulsional muestreada sera entonces
h(kT)=e 2T — =T k=0,1,2,...
e Y la funcién de transferencia en z sera

z z (e72T — =47z

H(z) = z_e 2T 7_eg 4T~ (z—e2T)(z—e 4
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Ejemplo (Cont.)

e En el caso en que los sistemas estén separados por un
muestreador, entonces cada sistema tiene una funcion de
transferencia z diferenciada

z 2z
Hi(2) = s —omr He(d) = s — =7
@ Y la funcion de transferencia en z global sera

B 222
- (Z _ e72T)(z _ 6747—)

H(z) = Hi(2)H2(2)

e Expandiendo en fracciones parciales

2 e 2Tz e 4Tz
e—2T _ ef4r[z _e-2T 7_ ef4r]
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Efecto del muestreador sobre la funcién de

transferencia
Ejemplo (Cont.)

@ Y haciendo ahora la transformada inversa

h(kT) _ %[3727—672”— _ ef4Tef4kT]

2
h(kT) - ﬁ[672(k+1)7— - ei4(k+1)T], k - O, 1 5 2, ..
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Sistema realimentado con muestreador

Funcién de transferencia discreta

@ Queremos encontrar la FDT discreta del sistema realimentado con
muestreador de la figura:

R(s) + , Y(s)

@ Introducimos muestreadores ficticios a la salida de cualquier
subsistema que tenga la entrada muestreada.
e Esto se justifica porque la salida de un sistema muestreado solo
existe en instantes discretos de tiempo y la sefial no es entrada
a ningun otro bloque.

@ Introducimos muestreadores ficticios en las entradas a un sumador
cuya salida sea muestreada.
e Esto se justifica porque la salida de un sumador maestreado
equivale a la suma de las entradas muestreadas supuesto que
todos los muestreadores estén sincronizados.
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Sistema realimentado con muestreador

Funcién de transferencia discreta

R(s) R(s)% - Y(s)*

Y
- T Jlﬂ- G(s) “) —
R .
G(s)H(s) [ =

S1
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Sistema realimentado con muestreador

Funcién de transferencia discreta

R(z) 4 Y(z)
R
—-|(Z) 1/1+GH(z) W

R Y(z)
@ G(z)/1+GH(z) :
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Combinacion de bloqueador, sistemay

muestreador

Funcion de transferencia

@ En control suelen aparecer en cascada el bloqueador, el sistemay el
muestreador, y como tanto la entrada como la salida estan
muestreadas, es posible obtener la funcion de transferencia z global
a partir de las funciones de transferencia z de los subsistemas.

1 i T

kT Bloqueador de kT (k+1)T Subsistema )(
B —— | -
orden cero Anélogo

Figura 10: Combinacién de bloqueador, sistema y muestreador.
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Combinacion de bloqueador, sistemay

muestreador

Funcién de transferencia (cont.)

@ En el campo de Laplace, la funcién de transferencia global es:

Ggs(s) = Gg(s)Gs(s) = (1 — e—ST)GST(S)

donde Gg(s) bloqueador, Gs(s) sistema.
@ En el campo temporal
9ss(t) = gs(t) * gs(t) = gss(t) — gsys(t — T)

con
gS/s { }

@ Sila muestreamos, da como resultado

98s(KT) = gs/s(KT) — gs/s(KT — T)
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Combinacion de bloqueador, sistemay

muestreador

Respuestas impulsiones del bloqueador y del sistema

Escalén positivo

Escalén negativo 02
retrasado

0 2 4 6 8 1 0 2 4 6 s 10
tiempo (s) tiempo (s)

a) b)

Figura 11: a) Respuesta de un sistema analdgico a entradas escalon. b)
Respuesta de un sistema analdgico a una entrada de pulso unitario.
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Combinacion de bloqueador, sistemay

muestreador

Funcién de transferencia equivalente (cont.)

@ Si hacemos la transformada Z de la expresion anterior obtenemos
Gesm(z) = (1- 2*1)Z{g§/s(t)}
Gs(s

(1 -2z (e 18y 5

@ Puesto en una notacidbn mas compacta:

Gasu(z) = (1—2‘1)2{% (6)
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@ Calcular la funcién de transferencia z de un sistema formado por un
muestreador, bloqueador y el sistema analdgico que se muestra en
la siguiente figura:

Vin Vo

Figura 12: Circuito RL.
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Ejemplo 1

Solucion

@ Relacion entre el voltaje de entrada y salida:

Vo Ls _ (L/R)s
Vi, Ls+R (L/R)s+1
VO TS L

Vi, 71s+1’ "R

@ Y usando la expresion del Ggsy(2)

Ggsmu(z) = (1—271)3{%}

1
st/
z—-1 z
> o7}

(1-z"2{

z—1
z— efT/‘r
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@ Calcular la funcién de transferencia Z de un sistema formado por un
muestreador, bloqueador y el sistema analégico formado por un
conjunto amplificador y motor de CC cuya funcién de transferencia s
es la siguiente:

_0(s) K
G(S) =V (s) = strms £ 1)
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Ejemplo 2

Solucion

@ Dada:

G(s) K/Tm
s S2(s+1/mm)
@ Expandiendo en fracciones parciales:

G(s) A1 | A Ay
I g4z, 2
s s? * s +s+1/rm
d( 1/t
Ap=—"m | =g a, = (L ) o
1 s+1/‘tmL=0 'z ds<s+1/tm)]s=0

1/tm
1/t
4z = szm] -
s=—1/Tm
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Ejemplo 2
Solucion

@ Y usando la expresién del conjunto B-S-M, Ggsu(2):

Gasm(z)

(1 —2_1)2{%

(-2 2K - T+ T ]

s s+1/m
T/mm z—1
Kinla =3 =14 =77
K[ (T €77 =)z 4 [1 — e T/ (T /£ 1))
m (z—1)(z— e T/m)
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Funcidén de transferencia en bucle cerrado

Sistema con control en tiempo discreto

@ La funcion de transferencia en bucle cerrado de un sistema que
incluye un controlador en tiempo discreto Gg(z) y el equivalente
discreto Ggsu(z) de un sistema que incluye bloqueador-sistema de
tiempo continuo-muestreador es de la forma

. GC(Z)GBSM(Z)
Goel2) = 5 Gol2) Gasu(2) v

Ggsml2)

E(2) U(z)

+
R(z) Y(z)
- Bloqueador Sistema Muestreador

@ cuya ecuacion caracteristica en bucle cerrado viene dada por

1+ Ge(2)Gasu(z) =0 (8)

33/49
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MATLAB

Obtencién de la FDT z de un sistema con control en tiempo discreto.

@ La FDT z de un sistema con bloqueador (ADC), muestreador (DAC) y
un sistema analogico viene dada por:
>> G= tf (num, den)
>> Gd= c2d(g,T, ’'method’)
donde method es el método de obtencion de la funcién de
transferencia discretay T el periodo de muestreo.

@ Ejemplo: G(s) = (25> + 45+ 3)/(s® +4s® + 65+ 8)
>> G = tf( [2 4 3], [1 4 6 8])

>> Gd= c2d(g, 0.1, ’"zoh’) % orden cero
>> Gd= c2d(g, 0.1, "foh’) % orden uno
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@ Calcular las funciones de transferencia de Laplace del sistema
continuo y del muestreado para el sistema

R(s)

@ La sefial x(¢) tiene la transformada de Laplace:
X(s) = H(s)Gp(8)Ge(S)E(S) 9)

Esta transformada implica tres multiplicaciones en el dominio s que
corresponde a tres convoluciones en el dominio del tiempo.
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Ejemplo
Cont.

@ En el diagrama de bloques se ve que E(s) = R(s) — X*(s),y
sustituyendo en la expresion de X(s)

X(s) = H(s)Gp(s)Gc(s) [R(s) — X*(s)] (10)

@ por lo que la variable muestreada tendra por transformada de
Laplace
X*(8) = HGpG¢cR*(s) — HGpGE(8)X*(s) (11)

@ Despejando X*(s) HGPGA™(s)
wroy pGcR*(s
X'(8) = 1+ HGpG}(s)
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Ejemplo
Cont.

@ Entonces E(s)
HGPGcﬁ*(S)

E(s) = A1)~ T Hapa(s)

(13)

@ Operando

HGpGcR*(s)

Y(s) = Go(s)Cr(9) | A(S) ~ 177G, Grgs)

(14)

@ conlo que la salida muestreada queda en la forma

HGPGcR*(S)

Y*(s) = GcGpR*(s) — GCGP(S)HTPG;g(s)

(15)

@ y aplicando z = e’ lo reescribimos en el dominio z

HGPGCR(Z)

Y(2) = GcCGrR(2) = GeGrD) 115, o)

(16)
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Error en régimen permanente de un sistema
En bucle cerrado

Ggsml2)

Bloqueador Sistema Muestreador

@ El error E(z() viene dado por
R(2)
E(z) = 17
®) = GG )
@ y aplicando el teorema del valor final
e(o0) = lim(1—z"")E(2)

z—1
m (z-=1)R(2)
z—1 2(1 + G¢(2)Gasum(2))
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Tipo de un sistema

Tiempo discreto

@ Eltipo de un sistema es el nUmero n de polos unitarios, es decir, en
(z — 1), de la funcion de transferencia z del sistema.

___ N@
"= =0 "7°
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Error en régimen permanente de un sistema en

lazo cerrado

Entrada escal6n unitario muestreado

@ La funcion de transferencia de una entrada escalén unitario viene
dada por

R(z) = (19)

@ Introduciéndola en la expresion del error, obtenemos

) 1
o00) = I 4 Go2)Gaan(2))
1
= 1+K, e

@ donde K, = lim,_.1 G¢(z)Ggsm(z) es la denominada constante del
error de posicion, que tiene un valor finito para sistemas de tipo cero
e infinito para sistemas de tipo 1 o superior.
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Error en régimen permanente de un sistema en

lazo cerrado

Entrada rampa muestreada

@ La funcion de transferencia de una entrada rampa muestreada viene
dada por
Tz

@ Introduciéndola en la expresion del error, obtenemos

— |' T
&(cc) = lim (z—1)(1 + G¢(2)Gasu(2))
_ Klv (22)

@ donde K, = lim,_.1 3(z — 1)G¢(2) Ggsu(2) es la denominada
constante del error de velocidad y tiene un valor cero para sistemas
de tipo 0, finito para sistemas de tipo 1 e infinito para sistemas de
tipo 2 o superior.
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@ Obtener el error de posicion para un sistema con relimentacién
unitaria cuya funcion de transferencia equivalente de la planta (con
bloqueador y muestreador) es

_ K(z+a)
Gsm(z) = Z-1)z-b)
y la del controlador
_ Ki(z—-b)
Gel2)="—q)

con0< a,b,c<1.
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Ejemplo

Cont.

@ Solucion:
KK:(z + a)

(z—=1)(z-0)
el sistema es de tipo 1, por lo que tendra un error nulo ante entrada
escalén en régimen permanente, y para entrada rampa:

Gpa(2) = Ge(2)Gasu =

_ |' T
e(c) = Sm (z—1)(1 + Gc(z2)Gpsm(2))
Tl -c¢)
T KK:(1+a) )

Se puede observar que el error en régimen permanente ante rampa
se reduce cuando se aumenta la ganancia K; del controladory
depende de las posiciones del polo y cero del controlador.
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Teorema del muestreo

@ Teorema:

La sefial f(t) de banda limitada, cuya transformada de Fourier F(jw)
es distinta de cero en el intervalo —wn, < w < wp y cero en el resto,
puede ser reconstruida a partir de la forma de onda de la sefial de
tiempo discreto

+oo
f(ty= > f(t)s(t—KT)
k=—o0
siy s6lo si la frecuencia de muestreo ws = 27/ T satisface la
condicion:

ws > 2Wm
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Teorema del muestreo

Demostracién

@ Considere la secuencia de impulsos unitarios

57 = i 5(t — KT)

k=—o0

y su transformada de Fourier

o0

27
ér = - Z §(w — Nws)

n=—oc
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Teorema del muestreo

Demostracién

@ El muestreo por impulsos se obtiene multiplicando las formas de
onda de f(t) por d7. Por el teorema de convolucion en frecuencia, el
espectro del producto de las dos sefiales viene dado por la
convolucién de sus espectros respectivos, esto es:

Flor(t) x (1)) = 5-o7(iw)  Flji)

l;_ Z d(w — nws)

n=—oo

* F(jw)

l_,_ Z F(w — nws)

n=—oo
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Teorema del muestreo

Figura 13: El espectro de la forma de onda.

@ El espectro de la forma de onda continua puede ser recuperado
mediante un filtro paso bajo ideal de ancho de banda wy, en el rango
wm < wp < ws/2.
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Eleccion de la frecuencia de muestreo

@ Las sefiales de banda finita son una idealizacién asociada con las
sefiales de duracién infinita, ya que la duracién infinita implica en
realidad un ancho de banda infinito.

@ Desde un punto de vista practico tienen lo que podriamos
denominar un ancho de banda efectivo limitado, a partir del cual el
efecto de los componentes espectrales son despreciables.

@ Este hecho hace que podamos tratar las sefiales como si fuesen de
banda limitada y elegir para ellas una frecuencia de muestreo mayor
que la especificada por el teorema de muestreo.

@ Como regla practica, esta frecuencia de muestreo ws se puede tomar
como
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Eleccion de la frecuencia de muestreo

@ La eleccion de k depende de la aplicacién y del coste de muestrear a
una cierta frecuencia: a mayor frecuencia, mayor coste (memoria).

@ Un sistema de control en lazo cerrado no puede tener un periodo de
muestreo por debajo del tiempo necesario para medir la salida, es
decir, la frecuencia de muestreo esta acotada superiormente por el
retardo del sensor.
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