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3. DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
 
Sea 𝑓:ℝ2 → ℝ y un punto (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ

2. El límite  

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
 

Si existe se llama derivada parcial respecto de la variable 𝑥 en el punto (𝑥0, 𝑦0) y de denota por 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
  

o también como 𝐷1  

Equivalentemente sea el límite 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0, 𝑦0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
 

Si existe se llama derivada parcial respecto de la variable 𝑦 en el punto (𝑥0, 𝑦0) y de denota por 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 

o también como 𝐷2 

Estos límites son realmente derivadas de funciones de una variable, por lo que se pueden aplicar las 

reglas de derivación habituales de función de una variable. 

EJEMPLO 

Sea la función  𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥∙𝑦2

𝑥2+𝑦4
𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 Calcular las derivadas parciales en el punto (0,0) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= lim

ℎ→0

𝑓(0 + ℎ, 0) − 𝑓(0,0)

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ ∙ 0
ℎ2 + 0

− 0

ℎ
= lim

ℎ→0

0

ℎ3
→ 0 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= lim

ℎ→0

𝑓(0,0 + ℎ) − 𝑓(0,0)

ℎ
= lim

ℎ→0

0 ∙ ℎ2

0 + ℎ4
− 0

ℎ
= lim

ℎ→0

0

ℎ5
→ 0 

 

Calcular la derivada parcial de las siguientes funciones: 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑒𝑛𝑦 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑒𝑛𝑦 − 𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥𝑠𝑒𝑛𝑦 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 



b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 = 2𝑥𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + (𝑥2 + 𝑦2)

2𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=  2𝑥(𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + 1) 

              La función es simétrica (intercambiamos 𝑥 por 𝑦 y nos queda la misma función) entonces  

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=  2𝑦(𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) + 1) 

 

Además de la derivada parcial de la función existen las derivadas direccionales. Derivadas en un punto 

según una dirección del vector 𝑢̅ 

Sea 𝑓:ℝ2 → ℝ y un punto 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 y un vector 𝑢̅ = (𝑢1, 𝑢2). La derivada direccional de 

𝑓(𝑥, 𝑦) en el punto (𝑥𝑜, 𝑦𝑜) y vector 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2).  Es el límite  

lim
ℎ→0

𝑓(𝑃 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑃)

ℎ
 

Y se denota por 𝐷𝑢𝑓(𝑃) 

EJEMPLO 

a) Calcular la derivada direccional de 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥2𝑦−𝑦3

𝑥2+𝑦2
        𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

     0                𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 en (0,0) en la 

dirección del vector  𝑢 = (4 5⁄ , 3 5⁄ ) 

 

𝑃 = (0,0)

𝑢 = (
4

5
,
3

5
)
}𝑃 + ℎ𝑢 = (0,0) + ℎ (

4

5
,
3

5
) = (

4ℎ

5
,
3ℎ

5
) 

𝑓(𝑃 + ℎ𝑣) =  𝑓 (
4ℎ

5
,
3ℎ

5
) =  

(
4ℎ
5
)
2 3ℎ
5
− (

3ℎ
5
)
3

(
4ℎ
5
)
2

+ (
3ℎ
5
)
2 = 

48ℎ3

53
−
27ℎ3

53

16ℎ2

52
+
9ℎ2

52

= 
21ℎ3

125ℎ2
= 
21ℎ

125
 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑃 + ℎ𝑣) − 𝑓(𝑃)

ℎ
= lim

ℎ→0

21ℎ
125

− 0

ℎ
= lim

ℎ→0

21ℎ

125ℎ
=
21

125
 

 



b) Sea la función 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 con 𝑝 = (1,2) 𝑦 𝑢 = (3,4) 

𝑃 = (1,2)

𝑢 = (3,4)
} 𝑃 + ℎ𝑢 = (1,2) + ℎ(3,4) = (1 + 3ℎ, 2 + 4ℎ) 

𝑓(𝑃 + ℎ𝑢) = 𝑓(1 + 3ℎ, 2 + 4ℎ) = 1 + 3ℎ + 2(1 + 3ℎ)(2 + 4ℎ) − 3(2 + 4ℎ)2 

= 1 + 3ℎ + 4 + 8ℎ + 12ℎ + 24ℎ2 − (12 + 48ℎ + 48ℎ2) =  −7 − 25ℎ − 24ℎ2 

𝑓(1,2) = 1 + 4 − 12 = −7 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑃 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑃)

ℎ
= lim

ℎ→0

−7− 25ℎ − 24ℎ2 − (−7)

ℎ
=  lim

ℎ→0

−ℎ(25 + 24ℎ)

ℎ
 → −25 

 

Existe una relación entre las dos derivadas, de hecho, la derivada parcial es el caso particular de la 

derivada direccional en el vector canónico. La derivada parcial respecto a 𝑥 es el equivalente a la 

derivada direccional en la dirección del vector (1,0). Y la parcial respecto a 𝑦 es la derivada direccional 

en la dirección del vector (0,1). 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝐷(1,0) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝐷(0,1) 

 

GRADIENTE 

El vector formado por las derivadas parciales se llama gradiente. Y se representa por la letra nabla ∇=

(
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
) 

EJEMPLOS 

Calcular el gradiente en los puntos que se indica 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)1/2 𝑒𝑛 𝑝 = (𝑎/2, 𝑎/2) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=
1

2
(𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2 ∙ (−2𝑥) = −𝑥(𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
(
𝑎

2
,
𝑎

2
) = −

𝑎

2
(𝑎2 − (

𝑎

2
)
2

− (
𝑎

2
)
2

)
−
1
2
=
−√2

2
 



𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
1

2
(𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2 ∙ (−2𝑦) = −𝑦(𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
(
𝑎

2
,
𝑎

2
) = −

𝑎

2
(𝑎2 − (

𝑎

2
)
2

− (
𝑎

2
)
2

)
−
1
2
=
−√2

2
 

∇= (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) = (

−√2

2
,
−√2

2
) 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(1 + 𝑥𝑦)1/2  𝑒𝑛 𝑝 = (1,1) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=  
1

2

(1 + 𝑥𝑦)−1/2𝑦

(1 + 𝑥𝑦)1/2
 =

𝑦

2(1 + 𝑥𝑦)
 

𝜕𝑓(1,1)

𝜕𝑥
=
1

4
 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=  
1

2

(1 + 𝑥𝑦)−1/2𝑥

(1 + 𝑥𝑦)1/2
 =

𝑥

2(1 + 𝑥𝑦)
 

𝜕𝑓(1,1)

𝜕𝑦
 =

1

4
 

∇ = (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) = (

1

4
,
1

4
) 

 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑦𝑐𝑜𝑠(3𝑥 + 𝑦)   𝑒𝑛  𝑝 = (
2𝜋

3
, 0) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= −3𝑒𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥 + 𝑦) 

𝜕𝑓 (
2𝜋
3 , 0)

𝜕𝑥
 = −3𝑒0𝑠𝑒𝑛(2𝜋) = 0 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑒𝑦𝑐𝑜𝑠(3𝑥 + 𝑦) − 𝑒𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥 + 𝑦) 

𝜕𝑓 (
2𝜋
3 , 0)

𝜕𝑦
= 𝑒0(𝑐𝑜𝑠(2𝜋) − 𝑠𝑒𝑛(2𝜋)) = 1 

∇= (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) = (0,1) 



PROPIEDADES: 

a) La derivada direccional máxima de la función se alcanza en el vector normalizado del 

gradiente. 
∇

‖∇‖
 y el valor de dicha derivada es ‖∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)‖ 

b) La derivada direccional se puede calcular a partir del gradiente: 

𝐷𝑢𝑓(𝑃) = ∇(𝑓(𝑥0, 𝑦0)) ∙ 𝑢 

 

Halla la derivada direccional de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑥 en el punto (1,0) y dirección (3,4) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑥 →

𝜕𝑓(1,0)

𝜕𝑥
= 𝑒0 − 0 ∙ 𝑒1 = 1 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑥𝑒𝑦 − 𝑒𝑥 →

𝜕𝑓(1,0)

𝜕𝑦
= 1 ∙ 𝑒0 − 𝑒1 = 1 − 𝑒 

𝐷𝑢𝑓(𝑃) = ∇(𝑓(𝑥0, 𝑦0)) ∙ 𝑢 

𝐷𝑢𝑓(𝑃) = ∇(𝑓(𝑥0, 𝑦0)) ∙ 𝑢 = (1,1 − 𝑒) ∙ (3,4) = 3 + 4 − 4𝑒 = 7 − 4𝑒 

 

Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑒𝑦/𝑥 en el punto (2,0) y el vector (3,2)   

Halle la derivada direccional de la función f en el punto p en la dirección del vector v. ¿Cuál es la 

dirección de mayor crecimiento de f en el punto p? ¿Cuál es el máximo de la derivada direccional? 

La función es continua y derivable en el punto ya que su dominio es ℝ2 ∖ 𝑥 = 0 

Esto quiere decir que la función es diferenciable 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 2𝑒

𝑦
𝑥⁄ + 2𝑥 ∙

−𝑦

𝑥2
𝑒
𝑦
𝑥⁄ = 2𝑒

𝑦
𝑥 (1 −

𝑦

𝑥
) →

𝑑𝑓(2,0)

𝑑𝑥
= 2 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 2𝑥

1

𝑥
𝑒𝑦/𝑥 = 2𝑒𝑦/𝑥 →

𝑑𝑓(2,0)

𝑑𝑦
= 2 

𝐷𝑢 = 𝛻𝑓 ∙ 𝑢 = (2,2) ∙ (3,2) = 10 

La dirección máxima se alcanza en el gradiente normalizado: 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = (
2

√22 + 22
,

2

√22 + 22
) = (

1

√2
,
1

√2
) 



Una aplicación geométrica del gradiente es el cálculo del plano tangente en un punto. 

 
Ecuación del plano tangente 𝑧 − 𝑧0 = 𝛻𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) 
 

Considere la función 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑒𝑦/𝑥 en el punto (2,0).  Calcule el plano tangente a la gráfica de f en 

el punto (2, 0, 4). 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 2𝑒

𝑦
𝑥⁄ + 2𝑥 ∙

−𝑦

𝑥2
𝑒
𝑦
𝑥⁄ = 2𝑒

𝑦
𝑥 (1 −

𝑦

𝑥
) →

𝑑𝑓(2,0)

𝑑𝑥
= 2 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 2𝑥

1

𝑥
𝑒𝑦/𝑥 = 2𝑒𝑦/𝑥 →

𝑑𝑓(2,0)

𝑑𝑦
= 2 

𝑧 − 𝑧0 = 𝛻𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) → 𝑧 − 4 = (2,2)(𝑥 − 2, 𝑦 − 0) 

𝑧 − 4 = 2𝑥 − 4 + 2𝑦 → 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0 

  


