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3. DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
Sea f:R? - Ry un punto (xp,yo) € R2. El limite

lim f(xo + h,yo) — f(x0,Y0)
h—0 h

.. . . . af (x,
Si existe se llama derivada parcial respecto de la variable x en el punto (xg, y,) y de denota por%

o también como D,

Equivalentemente sea el limite

li f(x0,y0 + h) — f(x0,¥0)
im
h—-0 h

Si existe se llama derivada parcial respecto de la variable y en el punto (xg, yo) y de denota porM

o también como D,

Estos limites son realmente derivadas de funciones de una variable, por lo que se pueden aplicar las

reglas de derivacidn habituales de funcion de una variable.

EJEMPLO

xy? .
Sea la funcion f(x,y) = {x2+y* si (x,y) # (0,0)

0 si(x,y)=1(00)

Calcular las derivadas parciales en el punto (0,0)

h-0
f (x, 0+h,0)—£(0,0 210
S y)=limf( )~ /1 )=lim—hz+O =lim-—=-0
ax h—0 h h—0 h h—>0h
ofwy) . FOO+D-FO0 . -0 0
X,y s 0+ - , o 0+ h4 - _ v
oy n% h AT T s

Calcular la derivada parcial de las siguientes funciones:

a) f(x,y) = xcosxseny

of (x,y)
Ox

= cosxseny — xsenxseny

of (x,y)
dy

= Xxcosxcosy



b) f(x,y) = (x* +y?)in(x? + y?)

f (x,¥)
0x

2x
= 2xIn(x® + y?) + (x? + yz)Wy2 = 2x(In(x?* +y?) + 1)

La funcion es simétrica (intercambiamos x por y y nos queda la misma funcion) entonces

f (x,y)
dy

= 2y(In(x? +y?) + 1)

Ademas de la derivada parcial de la funcidn existen las derivadas direccionales. Derivadas en un punto

segun una direccion del vector u

Sea f:R? > Ry un punto P = (xq,y,) € R? y un vector & = (uy,u,). La derivada direccional de

f(x,y) enel punto (x,,y,) y vector u = (uq,u,). Es el limite

y f(P+hu) — f(P)
m
h—0 h

Y se denota por D, f(P)

EJEMPLO

x*y-y
a) Calcular la derivada direccional de f(x,y) ={ x2+y?

0

direccion del vector u = (4/5,3/5)

P = (0,0)

si (x,y) # (0,0)
si (x,y) = (0,0)

4 3\{P+h —(00)+h(4 3)—(4h 3h)
”=<_'_) R 5'5) " \5°5
5’5
4m\*3h  (3h\®  48n% 27h3
P+ hv) = (4h Bh)_ (?) ?_(T) _ 753~ g3 21R* 21k
FEHI =I5 5) ™ " any iy 16h%  9h? ~ 125h? ~ 125
(5) +(5) 52 T 52
(P +hv) — f(P 2o 21h 21
fim LM FP) 12570

h—0 h o B ho0125h 125

en (0,0) en la



b) Sea la funcién f(x,y) = x + 2xy —3y% conp = (1,2) yu = (3,4)

P=(12)
u=(34)

}P+hu=(La+h@Ay:u+3mz+4m
f(P+hu)=f(1+3h2+4h) =1+ 3h+2(1+3n)(2 +4h) — 3(2 + 4h)?
=1+3h+4+8h+12h+ 24h?> — (12 + 48h + 48h?) = —7 — 25h — 24h?

fF1,2)=144—-12=—-7

. f(P+hu)—f(P) . =7 —25h—24h? — (=7) . —h(25+ 24h)
lim = lim = lim———
h—0 h h—-0 h h—0 h

- —25

Existe una relacién entre las dos derivadas, de hecho, la derivada parcial es el caso particular de la
derivada direccional en el vector candnico. La derivada parcial respecto a x es el equivalente a la
derivada direccional en la direccién del vector (1,0). Y la parcial respecto a y es la derivada direccional

en la direccion del vector (0,1).

of (x,y)

0x - D(1,0)
of (x,y)
ay D(o,1)

GRADIENTE

El vector formado por las derivadas parciales se llama gradiente. Y se representa por la letra nabla V=
(af (xy) of (x,J/))
ax ' oy

EJEMPLOS

Calcular el gradiente en los puntos que se indica

a) f(x,y)=(a®—x* -y enp = (a/2,a/2)

of(xy) 1 2 2 2y-1
LNss - _ _ -1/2, (_ [ 2 _ 42 42)—1/2
9% 2(a x*—y*) (—2x) x(a® —x* —y*)

of (x,y) , @Y @\ V2
T Gy)=3e-G) -G)) =%



ofy) 1., _
R a— _ _ /2. (_ — _ 2 _ 42 42—1/2
3y 2(a x“—y°) (=2y) y(a® —x*—y*)

of (x,y) ra a a a\2 a2\ 2 —2
o G2)=3e-G -6Q) -7

V= <6f(X,y) af(x,y)> _ <_\/—,_\/§>

ox ' 0dy 2 2

b) f(x,y) = n(1+xy)"/* enp = (1,1)

of ,y) 1(A+x)™2y  y
ax 2 (L+xn)2  2(1+xy)
(L) 1
x4
of(x,y)  1(1+xy) x

ay 2 (A+xn 72 2(1+xy)

af(L1) 1
dy T4

SULBRCUNE

c) f(x,y)=eYcos(3x+y) enp= (2?”,0)

af(ny) _ y
e 3eYsen(3x +y)
21
of (.0
3 _ 0 =
= _ 2w) =
= 3eYsen(2m) =0
af (x,
P2 — ovcasax ) - ersen3x + 9
2T
af (=-,0
(63;/ ) = e%(cos(2m) — sen(2m)) = 1

_(9f(x,y) Of (x,¥)\ _
V_< ox ' 0dy )_(0'1)




PROPIEDADES:

a) La derivada direccional maxima de la funcién se alcanza en el vector normalizado del

gradiente. ”—gll y el valor de dicha derivada es [|Vf (xg, Yol

b) La derivada direccional se puede calcular a partir del gradiente:

Dyf(P) = V(f(xo:yo)) u

Halla la derivada direccional de f(x,y) = xe¥ — ye* en el punto (1,0) y direccion (3,4)

af (1,0
eX - ( )=e°—0-e1=1
0x

W:ey_

Of.y) _ oy e, A0 _
dy dy

1-e—el=1-¢

Dyf(P) = V(f(xo:)’o)) ‘u

Dy f(P) =V(f(x0,¥0)) u=(11-e€)-(34) =3+4—4e=7—4e

Sea f(x,y) = 2xe¥/* en el punto (2,0) y el vector (3,2)

Halle la derivada direccional de la funcidon f en el punto p en la direccidn del vector v. ¢Cual es la

direccion de mayor crecimiento de f en el punto p? ¢ Cual es el maximo de la derivada direccional?
La funcién es continua y derivable en el punto ya que su dominio es R? \ x = 0

Esto quiere decir que la funcidn es diferenciable

af v —y v _ Y v df(2,0)
E—Ze x+2x-Fe x—Zex(l—;)—> I =2

ﬁ = leey/x = eY/X QM =2

dy X dy
D,=Vf-u=(22)-(32)=10

La direccién maxima se alcanza en el gradiente normalizado:

Dinax = (\/222-'_ 22’\/2224_ 22) - (%'%)



Una aplicacion geométrica del gradiente es el calculo del plano tangente en un punto.

Ecuacion del plano tangente z — z, = Vf (xq, o) - (x — X0, Y — Y0)

Considere la funcién f(x,y) = 2xe?/* en el punto (2,0). Calcule el plano tangente a la gréfica de f en

el punto (2, 0, 4).

af _ Y v, 2 Y\ df(2,0)
E—Ze X+2x-Fe x—ZeX(l—;)e I =2

Yy = leeY/x = 2e¥/* > 4f (2.0) =2

dy x dy

z—20=Vf(x0,y0) (x —x0,y —¥0) 2z—4=(22)(x—2,y—0)

z—4=2x—-4+2y->2x+2y—z=0



