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4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

MATRIZ HESSIANA

La matriz Hessiana es la formada por las derivadas segunda de la funcion.

*f(ry) 0°f(xy)

y _ d0x? doxdy
TEN T 92f(x,y) 9% f(x,¥)
dyox dy?

El Teorema de Schwarz nos indica que las derivadas cruzadas son iguales:

’f(xy) _0*f(xy)
dyox dxdy

e Sea f:R? - Rdefinida por f(x,y) = e*seny Calcular la matriz Hessiana.

Necesitamos calcular las derivadas segundas.

o _ e*sen o _ e*cos
dx Y dy Y

’fey) Py P fy)
—————— = e*seny ————=e*cosy ———— = —e*seny

d0x? d0xdy dy?

H _ (exseny e*cosy )
fey) = \e*cosy —e*seny

e Calcular la matriz Hessiana de f(x,y) = x e*tV enel punto (1,0)

of _ xty? xhy? o x+y? o _ e
ax_e +xe = e (1+X) ay zxye
92%f (x,
];iz_y) = eV (1+x)+ eV = X (2+x)
azf(l,O) _

P el(2+1) =3e



9% f (x,
Ify) = 2xe*tY" + 4xy? e*Y = 2xe* V(1 + 2y2)

dy?
0’1 (LO) _
oxz ¢
*f0Y)  iye
Y = y
oxdy e (1+x)2y
9%f(1,0
WACLIN e!(1+1)2:0=0
dxdy

Hrao = (306 zoe)

REGLA DE LA CADENA.

La regla de la cadena es un mecanismo para calcular la derivada de una funcién de dos variables

definidas como funciones de otras variables.

Por ejemplo, sea la funcién f(x,y) = x? — 2xy + y? donde x, y son a su vez otras dos funciones

x(r,s) =r+3s  y(,s)=ris

. . of of
Nos piden calcular la deriva de 5> Y3s

La regla de la cadena nos dice que:

of _of ox of dy

a_r_axlﬁ-l_ay.ar

af _of 6x+6f ay
ds 0x ds 09y 0s

Asi que calculamos cada una de estas derivadas.

o _of 9x, of oy

ar ~ax ar Tay ar X721+ (F2x+2y) 2rs = (2x = 2y)(A = 275)

Una vez calculada las derivadas como nos piden dejar el resultado en funcién de r, s sustituimos los

valores de x,y

of 2
o (2x —2y)- (1 —2rs) =2(r +3s —r*s)(1 — 2rs)



o _9of 9x, 0of 9y

— — B _ 2: _ _ 2
s _ox 9s "oy 55 = (2x=2y) 3+ (m2x+2y)r* = 2x = 2y)3 —1%)

% =Q2x-2y)B-r) =2(r+3s-1r?)(3 -1?)

La utilizacion del capital K en el instante t genera unos beneficios en ese momento de
B(t,K) = 5(1 + t)*/?2K Supongamos que el capital varia en el tiempo segtin la ecuacion
K(t) = 120 et/* Determinar la tasa de cambio de B.

Es un problema de aplicacién de la regla de la cadena, ya que tenemos inicialmente una funcién

respecto de dos variables, t, K pero K es otra funcion respecto al tiempo t
Asi la aplicacion de la regla de la cadena sera:

0B(t,K) 0B +aB oK
at  dt 0K ot

El primer sumando solo depende de t el segundo de K pero K es una funciénent

La tasa de cambio es una aplicacidon de una derivada, cualquier concepto que implique cambio se

puede interpretar como una derivada.

B(tK) _ 9B 9B 0K _ .1 L 1/2.190 - L o3
= S = 5o (14 ) 2K+ 5(1+ )2 1202 es
1
LK) = 51(1+6)72120e"* + 5(1 + )2 120 - Tet/* =

1
=300 et/* ((1 +0)7Y2 4 S+ t)l/z)

MATRIZ JACOBIANA

La matriz jacobiana se construye a partir de las primeras derivadas de una funcién vectorial. Una

funcidén vectorial es aquella en la que sus componentes no son variables si no nuevas funciones.

f(fi(6y), f2(%,¥))
0 N
La matriz Jacobiana estd forma por | = g;fz g};

dx 0dy



Esta matriz y sobre todo su determinante, sera util en el cdlculo de integrales en funciones de varias
variables donde tengamos que realizar un cambio de variable. Y también es una herramienta que

usaremos en el calculo de los puntos criticos.

Aunque la principal utilidad que tiene la matriz Jacobiana es saber si una funcién tiene inversa.

Una funcidn tendrad inversa si el determinante de la matriz Jacobiana (Jacobiano) no es nulo.
det(J)#0 >3 f1

Esta condicion es necesaria pero no es suficiente. Es decir que, si el Jacobiano es 0, no se puede saber

si la funcién tiene inversa o no.

La matriz jacobiana estd relacionada con elementos de las derivadas vistos anteriormente:
e Enunafuncién f:R? - R el jacobiano es el gradiente | = Vf
e ElJacobiano del gradiente es la matriz Hessiana J(Vf) = Hf

EJEMPLO:

Calcular la matriz jacobiana de la funcién: f(x? — 2xy, e3**)

fiey) =x*=2xy  folx,y) ="

0f1 0f1 af, P
- =2x =2 - =_2 R 3x+y 24 _ ,3x+y
0x x-ay dy x dx 3e dy ¢

dfi 0f1

|ax oy | [2x-2y -—2x
J= - (363x+y e3x+y)

o o
dx Oy

El jacobiano de la matriz es: |J| = (2x — 2y)e3**Y + 6xe3¥tY = 3¥tY (8x — 2y)
Este determinante se anula cuando 8x — 2y = 0 - y = 4x

Es decir, la funcién vectorial f(x? — 2xy, e3**Y) tendrd inversa en todos los puntos del plano excepto

enlos delarectay = 4x.

e Matriz Jacobiana de una composicion de funciones vectoriales se calcula mediante el

producto de las matrices jacobianas Jg.r = J4 " Jf

EJEMPLO



Dadas las funciones f (x,y) = (x% + 1,v2), g(u,v) = (u + v,u, v?) calcula la matriz jacobianade g o

f enel punto (1, 1).

=x*+1
f tiene dos funciones {];1 _ x )

d d d d
£=2x izo 220 222
dx dy dx dy

afi dfs
| dx dy | _(2x
=\ an|=(o
dx dy

0 . 20
Zy) aplicada en el punto (1,1) = ( )

gi=u+t+v
g tiene tres funciones {92 =u
g3 = v?

d d d d d d
91=1 91=1 g2:1 gzzo 93=0 ﬁ=2v

du dv du dv du dv
dg,/du dg,/dv (1 1

1 1
Jg =|dg2/du dg,/dv 1 0) aplicada en el punto (1,1) = (1 0)

dgs/du dgs/dv 0 2v 0 2

1 1 2 2
2 0
Jgof=1g-1f=<1 0)'(0 2)=<2 0)

0 2 0 4

DIFERENCIABILIDAD.

Una funcion es diferenciable si existe el limite:

A - o) - £y = L o) = ZE o ye) -k

lim
(h:k)_’(xo'ZVo) th + k2

Definido en un punto (x, o)

EJEMPLO

2xy si (x,y) # (0,0)

Determinar si la funcién f(x,y) = {\/xzﬂlz es diferenciable
si (x,¥) = (0,0)

Hay que calcular el limite anterior en el (0,0)



| ‘ £((h 1) = 0.0)) = £(0,0) - L 0,0 - - %(0,0) y
o) N

Debemos calcular las derivadas parciales:
La derivada parcial respecto de x coincide con la derivada direccional en el vector (1,0)

0
fr=D; = {UP:(O('E)O)} = £((0,0) +h(1,0)) = f(h,0) =+ =0

f(P+hv)—f(P) _ 0-0

El limite direccional es lim————==[im— =0
h—-0 h h-»0 h
. _( P(0,0) _ 0
Fy=D2={, = (o) FOO+hOD) = FO.8) =7 =0
El limite direccional es lim fPrhv)=f(P) _ limﬂ =0
h—-0 h—0 h
Por tanto, el limite de la diferenciabilidad queda:
2hk
hk 2 2 2hk 2hmh
DA(GT0)] PR li Kk =mhl

1 = —_ m m————-
(hi)=(0,0) VhZ + k2 (Rk)-(xo¥0) VAZ + k2 (Rk)—(0,0) h? + k2 h>0 h? + (mh)?

" 2mh? 2m
- -
= h2(1+m?) 1+ m?

El limite depende de m, no existe y por tanto la funcién no es diferenciable.

xy? .
Sea la funcién f(x,y) = {x2+y4 st (o) # (0,0) Determinar si f es diferenciable en (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

Calculamos primero sus derivadas parciales:

" Eggg}za +h0 = (0,0) +h(L0) = (1,0) > f(P+ hv) = f(h,0) = =0
af . f(P+hv)—f(P) = 0-0
ax -~ Do =]im 1;71 Sim— =0
= th
D o) = 00) 4RO = 0.1 = fP+ ) = FO,R) = 5~ =0

o SR —fB)_ 0-0
e = = -
dy ~ D =g h hoo'




A = o) ~ £Ov0) — o) k= o) K]

1
(h'k)—l)I(IJICO-YO) Vv h? + k2
h-k? | h - (mh)?
|f (h, k)l . hZ + k* _|RZ + (mh)*
im ——= Ilim ———=(k=mh)=Ilim———=—=
(mE)>(xoYo) VhZ + k2 (WKk)~>(x0Y0) \Vh2 + k2 h—0 [hp2 4 (mh)?
[m?h3| m?
N

lim
h>0 h2(1 + m*h?)WW1 +m?  V1+m?

El limite depende de m, no existe y por tanto la funcién no es diferenciable.

POLINOMIO DE TAYLOR.

Al igual que en funciones de una variable, el polinomio de Taylor nos permite convertir cualquier
funcién en un polinomio en el entorno de un punto. Lo que también se conoce como desarrollo en

potencias de la funcion.

La expresién de Taylor es un polinomio infinito donde vamos a aproximar en funcién de la exactitud

gue se requiera, es decir, nos deben decir a que grado del polinomio se debe aproximar.

En funciones de varias variables lo normal es acabar en grado 1 o 2 por la extension de la formula:

P(x,Y) = (0, ¥0) + L (o, y0) - (6 = 20) + L (0. 90) - 0 = ¥o) +5[SL (o ye) - (x—

d?f

dZ
x0)% + 2 dxdy (x0,¥0) - (x —x0) - (¥ —yo) + d_y]; (X0, ¥0) - (v — }’0)2]

En esta formula aparecen las derivadas primeras y segundas de la funcion, por lo que también se

puede expresar en forma de gradiente y Hessiana.

1
P(x,y) = f(x0,¥0) + Vf(x,y) - (x — x0,¥ — Yo) + 5 [(x — X0,y = ¥o)'Hf (x, ) (x — %0,y — ¥o)]

EJEMPLOS
a) Desarrollar en potencia de (x-1) y (y+1), el polinomio x? + xy? + xy

Es una forma de pedirnos que se desarrolle el polinomio de Taylor. Buscamos las derivadas en el punto

(1; _1)



ar ar
f(1,-1)=1 —=2x+y’+y-2 o =2y tx-—1

d*f d*f d*f
— =2 —L=2x52 = -
dx? dy? xo dxdy 2y+l--1

Aplicamos la férmula del polinomio de Taylor para el desarrollo en potencias.

P(x,y) = 1+2(x—1)—(y+1)+%[2(x—1)2 —2(x—D(y+1)+2(y + 1)?]

Px,y)=14+2(x—-1D)-(@+D+x-12-(x-DH+1)+(y+1)>?

b) Sea la funcién f(x,y) = x?e¥ obtener el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (—1,0)

Valor de la funcién en el punto f(—1,0) = 1

Buscamos las derivadas de la funcidn

d d
d_f = 2xeY - d_f(P) =2-(-1De’=-2
d? CJin El gradiente es Vf(—1,0) = (—2,1)
—=x%Y > —(P)= (-1)%"=1
d dy
&2f d2 d*f d?
—~=2¢Y > ——(P)=2e" = =
G2 e P =2t =2

57 = x2e¥ > d_yz(P) = (=1)2e° = 1

d*f d*f
= 2 y = —_ 0 = —
Dxdy xeY — Dxdy (P) =2(—1e 2

La matriz Hessiana es Hf (—1,0) = (_22 _12)

Con estos datos construimos el polinomio de Taylor en el punto
1 t
P(x,y) = f(x0,¥0) + Vf(x,y) - (x — x0, ¥ — ¥o) + E[(x =0,y = Yo) 'Hf (%, y)(x — x0,¥ — ¥0)]
1 2 -2
— _ . Z t
Py) =1+ (=21 G+ 1Ly +5[+ 10 (5 T°)G+1y)]
1

P(x,y) = 1—2(x+2)—(y+1)+§(2x+4—2y—2,—2x—4+y+1)-(x+2,y+1)

1
P(x,y)=—4—2x—y+§(2x2+4x—2yx—4y+2x+4—2xy—2x+y2+y—3y—3)



1
P(x,y) =—4—2x—y+5(2x2+y2+4x—4xy—6y+1)

7
P(x,y) =x2+y2—4xy—4y—§

FUNCION IMPLICITA.

La forma habitual de expresar una funcién en una ecuacién es mediante una igualdad a 0.
xy—x2+4y?4+1=0

En esta ecuacién tenemos la funcién f(x,y) = xy — x2 + 4y? + 1 que cuando la tenemos de esta
forma expresada se llama forma explicita. Y se puede escribir como z = f(x,y) para indicar que

tenemos una funcién (z) de dos variables (x, y).
Pero a veces nos podemos encontrar una funcién escrita de la siguiente manera:
e?+3xz—2lnyz+5=0

Donde z sigue siendo la funciéon de dos variables y (x, y) las variables, pero en este caso no sabemos

guien es z ya que no se puede despejar de la ecuacion.

En estos casos es cuando se dice que la funcidn esta expresada en forma implicita. Y se escribe como

F(x,y,z) =0
Observamos la diferencia en la escritura:
e Forma explicita z = f(x,y) Se ve claro la diferencia entre z y las variables.

e Forma implicita F(x,y,z) = 0. No se visualiza tan claro la diferencia, por eso a veces nos
especifican funcidn implicita respecto a z, pero también podria ser respecto a x en ese caso
la funcidén seria x y las variables y,z o respecto a y, en este caso la funcion seria y y las

variables x, z. Hay que estar atento al enunciado.

El interés de la funcién implicita radica en la operacion de su derivada, ya que aun sin conocer cual es

la funcién z si podemos calcular su derivada en un punto.
Para ello usaremos el Teorema de Funcidn Implicita:
TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Sea una funcién diferenciable f: R? - R, y la funcién F(x, y,z) un punto P = (x4,y,) € R?



Si se cumple que:

a) F(P)=0

oF . OF
6xyay

b) Existen las derivadas parciales
. ., OF
c) Laderivada parcial > (P)+0

Entonces se puede decir que z define la funcidn implicita respecto de las variables x, y

Y ademas sus derivadas parciales se pueden calcular como:

oF

of _ %/an of _ "oy
~  OF = OF

Ox /az 9y /62

EJEMPLOS

a) Se considera la funcién 3xz — 8y3 — z3 + 6z = 3. Demuestre que la ecuacién anterior define
una funcién diferenciable z(x,y) en un entorno del punto (2,1,1) y obtener sus derivadas
parciales
En primer lugar, obtenemos la funcion de la ecuacién.

F(x,v,z) =3xz—8y3—2z3+6z-3
Y comprobamos ahora que se cumplen las tres condiciones del teorema.
1. FP)=F211)=3-2-1-81)*-(1)3+6-1-3=12—-12=0
2. aF/ax =3z

dF — 2
/ay = —24y
Las derivadas parciales son polindmicas por tanto siempre estan definidas.

dF
3. aF/aZ=3x_3ZZ+6—>a—Z(2,1,1)=6—3+6=—3¢0

Se cumplen las tres condiciones por tanto podemos decir que z(x, y) es una funcién implicita

en el entorno del punto P = (2,1,1)

Para el calculo de su derivada aplicamos las expresiones del teorema

JdF
of  OF/,. 37 of /ay 24 y?
_— = = — — > _—= - = _ 2
0x aF/(')Z 3x —3z2+6 ay aF/c')Z 3x —3z%2+6

No obstante, las derivadas parciales también se pueden calcular si lo hacemos de forma implicita

directamente, es decir, reconociendo una vez aplicado el teorema que z es funciény X,y variables.



Esto quiere decir que cada vez que nos encontremos z en la ecuacion hay que derivarla como funcidn,
ya que lleva implicito las variables, por tanto, la derivada de z es z°, Mientras que las variables x, y sus

derivadas serian 1 si se derivan respecto a ellas mismas.
Teniendo esto en cuenta podemos derivar implicitamente de la siguiente forma.
3xz—8y3—2z3+62z=3

e Derivamos respecto de x

3z+3 0z 3 2aZ+6aZ—0
d xax d ox ox

Observamos que el primer término (3xz) lo hemos derivado como un producto donde la

. , 0z . . . . .
derivadadezesz = P luego el término z3 + 6z se deriva como un polinomio.

Ahora solo debemos simplificar y despejar z—i

0z 0z 3z
3x—322+46)—= -3z 0= ——
(3x z )ax Z_)ax 3x —3z%2+6

e Derivamos respecto de y

9 gayr 3221 6% 2
dy Y “

3x 3y 3y =

(3x—322+6)%:24y2—>6—Z:Ly2
dy dy 3x—3z2+6

Y observamos que obviamente obtenemos el mismo resultado.

b) Seconsideralafuncién zx? + e™*? + yz = 0 Demostrar que esta ecuacién define una funcién

z(x,y) de clase C! en un entorno del punto P = (0,—1) tal que z(0,—1) = 1

Una funcién de clase C* quiere decir que es derivable al menos en su primera derivada.

Vamos a comprobar las condiciones del teorema sobre la funcién F(x, y,z) = zx? + e ™% + yz
1. FP)=F(0,-1,1)=04+e°—-1=1-1=0

2. aF/ax = 2xz — ze ¥?

JoF —
/ay z
Las derivadas parciales son polinémicas y exponenciales por tanto siempre estan

definidas.

3. aF/aZ=x2—xe‘xz+y—>g—2(0,—1,1) =1+0



Se cumplen las tres condiciones por tanto podemos decir que z(x, y) es una funcién implicita

en el entorno del punto P = (0,—1,1)

Y las derivadas parciales son:

of 8F/ax 2xz — ze X%
9y  OF T T2 yp-xz

d0x /az X4 —xe X +y
o Ulay z

@__GF/aZ CxZ—xe 7ty



