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Eiercicio 1 (1/2

Examinar la estabilidad del sistema dado por la siguiente
ecuacion caracteristica:

F(z)=2z*-1222+0,0722+0,32-0,08=0

Solucion:

Aplicamos el criterio de Jury y se tienen que satisfacer las siguientes
condiciones:

F(2) = ayz* + a32° + apz° + a1z + ap =0
1. |ao] < an
2.F(1)>0
3.(-1)"F(-1) >0
4. Construimos la tabla de estabilidad de Jury:

Z0 Z! Z2 z3 z4
1 ap ar ao as as
2 as as ao a ao
3 bo b1 b2 b3
4 bs bo by bo
5 Co Cq Co
by — o an—k o — bo  bn_1-k 4
as  a bn—1 by
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Eiercicio 1 (2/2

Si aplicamos el criterio al polinomio caracteristico solicitado:

1. |ap| < a4, |—0,08] < 1
2.F1)=1-12+0,07+0,3—-0,08=0,09 >0

3. (=1)*F(-=1)=1+1,2+0,07-0,3-0,08=1,89 > 0

4. Construimos la tabla de estabilidad de Jury:

F(z)=2z*-1222+0,0722+0,32-0,08=0

20 Z! z2 z3 z4
1 -0.08 0.3 0.07 -1.2 1
2 1 -1.2 0.07 0.3 -0.08
3 -0.994 | 1.176 |-0.0756| -0.204
4 -0.204 |-0.0756| 1.176 | -0.994
5 0.946  -1.184 | 0.315

Aplicando los criterios de estabilidad:

‘bO‘ > ‘b3‘ |_07994‘ > ‘_07204|

col > |ca| 10,946] > |0,315|

Como todas las condiciones se cumplen, la ecuacidén caracteristica
dada es estable. Todas las raices estan dentro del circulo unidad.

Nota: El polinomio caracteristico puede ser reescrito en funcion de sus
raices:

F(z)=(z-08)(z+0,5)(z—-0,5)(z—-0,4)

Puede observarse que todas las raices estan dentro del circulo unidad
del plano z.
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Examinar la estabilidad del sistema dado por la siguiente
ecuacion caracteristica:

F(z)=2z>-1122-01z+02=0

Solucion

Aplicamos el criterio de Jury y se tienen que satisfacer las siguientes
condiciones:

1. an > |ao|: En este caso: a3 > |ap|, 1> 10,2
2.F1)>0:F1)=1-11-0,1+02=0

Esto indica que existe al menos una raiz en z = 1. Por lo tanto, el
sistema es como mucho criticamente estable.

3.(—1)"F(-1) > 0:
(-1)P3F(-1)=(-1)(-1-11+01+02)=(-1)(-1,8)=18>0

4. Construimos la tabla de estabilidad de Jury:

Z0 4 Z2 z3
1 ao af apo as
2 as ao a ao
3 bo b1 b2
dp dan—
bk _ 0 dn—k n=>3
an ak
20 Z! Z2 z3
1 0.2 -0.1 -1.1 1
2 1 -1.1 -0.1 0.2
3 -0.96 b1 -0.12

Aplicando los criterios de estabilidad:

|b0‘ > ‘bZ‘ |_O796‘ > ‘_0712|
La cuarta condicion del Criterio de Jury se cumple.
Se puede concluir que el sistema tiene una Unica raiz en el circulo

unitario (z = 1) y las otras dos estan en su interior. El sistema es
criticamente estable.
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Examinar la estabilidad del sistema dado por la siguiente
ecuacion caracteristica:

F(z)=2z>-132-0,082+024=0

Solucion

Aplicamos el criterio de Jury y se tienen que satisfacer las siguientes
condiciones:

1. an > |ao|: En este caso: az > |ap|, 1> [0,24
2.F(1)>0:F(1)=1-13-0,08+0,24=-0,14 <0

La segunda condicidén no se cumple, por lo que concluimos que el
sistema es inestable.
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Ejercicio 4
Examinar la estabilidad del sistema dado por la siguiente
ecuacion caracteristica:

F(z)=2z>-132-0,082+024=0

Solucion

Primero hay que resolver la realimentacion para obtener la funcidon de
transferencia en bucle cerrado, que es la que nos da al polinomio

caracteristico (;gg = : +G?§§L(z)).

K(0,36792+0,2642)

(z—0,3679)(z—1) K(0,3679z + 0,2642) B
K(0,36792z40,2642) _ _ o
1+ ((z _0’36%(2_1)> (z—0,3679)(z — 1) + K(0,3679z + 0,2642)
K(0,3679z + 0,2642)

~ 22+ (0,3679K — 1,3679)z + (0,3679 + 0,2642K)

El polinomio caracteristico que define la estabilidad del sistema es:
P(z) = z° + (0,3679K — 1,3679)z + (0,3679 + 0,2642K)

Aplicamos el criterio de Jury y se tienen que satisfacer las siguientes
condiciones:
1. ap > |ap|: En este caso: ax> ||, 1> |0,3679 + 0,2642K|

0,3679 + 0,2642K < 1, 0,3679 + 0,2642K > —1
—51775 < K < 2,3925

2. F(1) > 0:
F(1) =1+0,3679K — 1,3679 + 0,3679 + 0,2642K = 0,6321K > 0

K>0

3. (—1)"F(—1) > 0: (—1)2F(-1) =
1—-0,3679K + 1,3679 + 0,3679 + 0,2642K = —0,1037K +2,7358 > 0

0,1037K < 2,7358 K < 26,3819

Como el polinomio es de segundo grado, la Tabla de Jury tiene s6lo una
fila. Los valores de K para los que el sistema es estable son aquellos
para los que las tres condiciones son satisfechas: 0 < K < 2,3925
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Ejercicio 5 (1/2

Teniendo en cuenta el sistema descrito por la siguiente expresion:

y(k) —06y(k—1)—0,81y(k —2)+0,67y(k —3) — 0,12y(k — 4) = x(k)

En este sistema y(k) eslasaliday x(k) esla entrada. Determinar
la estabilidad del sistema.

Solucion

Primero aplicamos la transformada z para obtener la funcidén de
transferencia equivalente:

Y(z) - 06z 'Y(z) - 081z72Y(2) +0,67z3Y(z) — 0,12z7*Y(2) = X(2)
Y(z2)(1 - 0,6z -081z2+0,67z°-0,1227%) = X(2)

Y(2) 1

X(z) (1-06z"1-0,8122+0,67z3—0,12z74)
Z4
z*—-0622—-08122+0,67z—-0,12

El polinomio caracteristico del sistema es el siguiente:
P(z)=2z*-0,62z>-0812z°+0,67z— 0,12

Aplicamos el Criterio de Jury:

1. an > |aog|: En este caso: ag> |ag|, 1 >|-0,12|
2.F1)>0:F(1)=1-06-0,81+067-0,12=0,14>0

3. (-1)"F(—-1) > 0: (—1)*F(-1)=1+06-0,81 - 067 -0,12=0
Esto indica que existe al menos una raizen z = —1. Por lo tanto, el
sistema es como mucho criticamente estable.

4. Construimos la tabla de estabilidad de Jury:

Z0 Z z2 z3 z4
1 ao a1 ao as as
2 aa as ao a ao
3 bo b1 b2 b3
4 bs b b bo
5 Co C1 Co
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Ejercicio 5 (2/2

Siendo:
ap an_ by by_q1_
bk _ 0 n—k Cp = 0 n—1-—k —4
as ag bn-1 bk
z0 z! z2 z° z4
1 -0.12 0.67 -0.81 -0.6 1
2 1 -0.6 -0.81 0.67 -0.12
3 -0.9856 | 0.5156 | 0.9072 |-0.5980
4 -0.5980| 0.9072 | 0.5196 |-0.9856
5 0.6138 C1 -0.5834
En este caso, la tabla seria:
ap a —-0.12 1
bo= |0 =" — _0,9856
ds Ao 1 —-0,12
—-012 7
by — |0 & _[7012 0670 4 ogg
ds4 as 1 —V,
by b —0,9856 —0.5980
o ] I g ! —0,6138
bs by —0,5980 —0,9856
by b —0,9856 0.5196
=0 =" ! — _0,5834
bs b —0,5980 0,9072

Aplicando los criterios de estabilidad:

|bo| > |bs| |—0,9856| > |-0,5980)

co| > |c2| |0,6138] > |—0,5834]

Se puede concluir que el sistema tiene una Unica raiz en el circulo
unitario (z = —1). El sistema es criticamente estable.
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Ejercicio 6 (1/2

Obtener el lugar de las raices y la ganancia critica para el sistema
cuya funcion de transferencia viene dada por la siguiente
expresion:

1
=2z

Solucion

Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan sélo las reglas con resultados significativos.

1. NUumero de ramas: 2
4. Asintota: v = (1 + 2k)n/(np — n;) = n/2,37/2
5. Corte de las asintotas: zo = (0+1)/2=10,5

El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

Root Locus

0.8L B System: H |
o Gain: 1.

Pole: 0.5 + 0.868i

. mping: S

0.6L Overshoot (%): . _

s Frequency (rad/sec): .

04 . |

0.2k | |

Imaginary Axis
o

02 |
040 N
08 A i

0.8 i

Real Axis
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Ejercicio 6 (2/2

Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo cual escribimos la
ecuacion caracteristica:

(z-1)z+K=22-2z+K=0

Para toda ecuacion cuadratica de la forma: ax? + bx + ¢ = 0 de raices
X1, X2 se cumple que x; x X2 = ¢/a.

El médulo al cuadrado de dos numeros complejos conjugados
situados en el circulo unitario es igual a:

|2

z|"=zxZz =1

En el circulo unitario los polos son complejos conjugados tienen
modulo igual a uno. Como también son raices de la ecuacion de
segundo grado la siguiente ecuacion se cumple:

‘21,2|2 = Ker =1

donde K, es la ganancia critica. La ganancia critica es igual a uno y los
polos conjugados son los siguientes:

z1=0,5+/0,868 z, =0,5— /0,868
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Eiercicio 7 (1/5

Dibujar el lugar de las raices para el sistema con controlador
digital de la figura teniendo en cuenta que la funcioén de
transferencia del controlador viene dada por la siguiente
expresion:
K Kz

Go(2) = 1—z1 z-1
Estudiar la estabilidad en funcién de K para periodos de 0.5y 1
segundos. Calcular los polos del sistema para K=2 en los dos casos.

rirl IV 1=g-T 1 cfe)
JER—— G lst 1 711 p
Rzl by ¥ § Clel

Integral G, (5) G, is)
controller

Solucion

Primero hay que calcular la funcién equivalente discreta del sistema.

et -

:(1_2_1)2[1_ 1 ]:z—1< z z )i

Z[Go()Ga(s)] = 2 |

s S+ 1 z \z—1 z—eT) z_eT
Teniendo en cuenta el controlador, la funcién de transferencia
equivalente discreta es la siguiente:

G(z) = Kz 1—¢e T
z—1z—-eT
Como es un sistema con realimentacion unitaria, la ecuacion
caracteristica del sistema es:

Kz 1—-e T
1+G(z)_1+2_1z_e_T_0
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Ejercicio 7 (2/5

Caso 1: T=0.5sg

0,3935Kz
(z—-1)(z—0,6065)
Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan soélo las reglas con resultados significativos.
1. NUumero de ramas: 2
4. Asintota: v = (1 + 2k)n/(np, — nz) = 180°0C]
6. Puntos de dispersion: Primero se pone K en funcion de z:

G(z) =

y_ (2—1)(z—06065) 2% 16065z + 0,6065
- 0,3935z . 0,3935z

Derivando e igualando a cero se obtienen los puntos de dispersion:

dK dK (22 —1,6065z + 0,6065) _ —2z2-0,6065 0
dz dz 0,3935z 0,393522
z=+0,7788
Substituyendo z obtenemos los valores de la K:

z=0,7788 — K =0,1244
z=-0,7788 — K = 8,041

El primero es el punto de dispersion y el segundo el de confluencia.

El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

; Root Locus

0.8 e I N T |
0.6
0.4-
0.2-

0

Imaginary Axis

-0.21-

-0.4]-

-0.6-

08l " s |

-1 | ! | | e e | |
2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Real Axis

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido



Ejiercicio 7 (3/5

10. Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo que aplicamos
el criterio del mddulo.

z—1]|]z—e|
K pu—
K=z e
En este caso:
K| = |lz—1||z - 0,6065|
B 12| 10,3935|

La ganancia critica corresponde al punto z = —1. Si substituimos en la
ecuacion anterior:

—2||-1,6065
—1]10,3935

Para ganancias mayores el sistema sera inestable.
Finalmente, para K=2, la ecuacidn caracteristica es:

K| = — 8,165

7% +(0,3935K — 1,6065)z + 0,6065 = 0
z° —0,8195z + 0,6065 = 0
Despejando, los polos quedan en:

zy = 0,4098 + j0,6623 z, = 0,4098 — j0,6623
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Ejiercicio 7 (4/5

Caso 2: T=1sg
En este caso, la funcidn de transferencia sera:

0,6321Kz
(z—-1)(z—-0,3679)
Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan sélo las reglas con resultados significativos.

G(z) =

6. Puntos de dispersion: Primero se pone K en funcién de z:

_ (2-1)(z-03679) 2% 13679203679
B 0,6321z - 0,6321z
Derivando e igualando a cero se obtienen los puntos de dispersion:

dz  dx 0,6321z 0632122 0
z = 10,6065
Substituyendo z obtenemos los valores de la K:

dK  dK <22 —1,3679z + 0,3679) . —z2-0,3679

z=0,6065 — K =0,2449
z=-06065 — K =4,083
El primero es el punto de dispersion y el segundo el de confluencia.

El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

! Root Locus

0.8} T 1

0.6 J i

0.4l / / \ |
0.2 ; / ‘:

0 \

Imaginary Axis

02, = “ ]
0.4] » |
06 |

08 T e |

2 15 ] 05 o 05 1 15
Real Axis
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Eiercicio 7 (5/5

10. Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo que aplicamos
el criterio del mdédulo:

z—1||z—- 10,3679
2] 10,6321

La ganancia critica corresponde al punto z = —1. Si substituimos en la
ecuacion anterior:

K| =

|—2] |—1,3679|
|—1]0,6321]
Para ganancias mayores el sistema sera inestable.

Finalmente, para K=2 los polos estaran, la ecuacidon caracteristica es:

= 4,328

|K\:\

72 +(0,6321K — 1,3679)z 4+ 0,3679 = 0
z° — 10,1037z + 0,3679 = 0
Despejando, los polos quedan en:

zy = 0,05185 + j0,6043 z, = 0,05185 — j0,6043
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Ejercicio 8 (1/7

Dibujar el lugar de las raices para el sistema digital de la figura.

rit] 1~e T K eley
Al2) &y s T sts+ 1) cla)

l

G{'s]

Estudiar la estabilidad en funcion de K para periodos de 1, 2y 4
segundos.

Solucion

Primero hay que calcular la funcidn equivalente discreta del sistema (El
equivalente discreto de esta expresion ya se calculd en el primer
problema de la unidad 2, y de ahi tomamos el resultado).

1-—e s K B K
Gla) =27 s(s+1)]:“‘z1)zlm}:?

C K(T-1+e )z '+(1—-e " -Te ")z?
N (1—-z"H(1—-eTz1)

Como es un sistema con realimentacion unitaria, la ecuacion
caracteristica del sistema es:

K(T-1+eNz'+(1-e'-Te"z?

(1—-—zNH(1-eTz1) 0

1+G(z)=1+
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Ejercicio 8 (2/7

Caso 1: T=1s

~ 0,3679K(z +0,7181)

G(2) = 7= 9)z - 0.3679)
Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan soélo las reglas con resultados significativos.

1. NUmero de ramas: 2
4. Asintota: v = (1 + 2k)n/(np, — n;) = 180°0C]
6. Puntos de dispersion: Primero se pone K en funcién de z:

~ (z—1)(z-0,3679) z?—1,3679z+ 0,3679
~0,3679(z+0,7181)  0,3679(z + 0,7181)
Derivando e igualando a cero se obtienen los puntos de dispersion:

dK _ dK (2% —136792+03679) _
dz dx \ 0,3679(z+0,7181) )

22 +14362z — 13502 _
0,3679(z + 0,7181)2

Z1 = 0,6479 Zo = —2,0841

El primero es el punto de dispersion y el segundo el de confluencia.
El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

Root Locus

1.5

051 N |
\ "

Imaginary Axis
o

-0.51

Real Axis
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Ejercicio 8 (3/7

Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo que calculamos la
ecuacion caracteristica:

0,3679K(z + 0,7181)
: ~ 1 _
+G2) =1+ =7 = 0.3679)

_ (z-1)(z-0,3679) + 03679K(2 + 0,7181) _
B (z—1)(z—-0,3679) B

2%+ (0,3679K — 1,3679)z + 0,3679(1 + 0,7181K) = 0

Para toda ecuacion cuadratica de la forma: ax? 4+ bx + ¢ = 0 de raices
X1, X2 se cumple que x; x Xo = ¢/a.

El mdédulo al cuadrado de dos niumeros complejos conjugados es
igual a:
|2

zI"=zxz=1

En el circulo unitario los polos son complejos conjugados con moédulo
igual a uno. Como también son raices de la ecuacion de segundo
grado la siguiente ecuacion se cumple:

|21 2° = 0,3679(1 4 0,7181K;,) = 1
La ganancia critica corresponde a:

K =2,3925
Para ganancias mayores el sistema sera inestable.

Se puede calcular de otra forma: sabemos que la ganancia critica
corresponde a dos polos complejos situados sobre el circulo unidad,
luego su modulo sera igual a uno. Una forma seria dar valores a la K
hasta encontrar los polos deseados, aumentandola o disminuyéndola
en funcién del valor del médulo de los polos resultantes.

K=2-  7’-06321z+0.8963=0 z,, =0.3161+j0.8924 |z, ,|=0.9467

K=3—  7°-0.2642z+1.1605=0 z,, =0.1321%j1.0691 |z, ,|=1.0773

K =23925-  7°-04877z+1=0  z,,=0.2438+j0.9698  |z,,|=1
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Ejercicio 8 (4/7

Caso 2: T=2s

En este caso, la funcion de transferencia sera:

~ 1,1353K(z + 0,5232)
G(2) = 7 =73z —0.1353)

Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan sélo las reglas con resultados significativos.

6. Puntos de dispersion: Primero se pone K en funcién de z:

~ (z—1)(z-0,1353) 72 —1,1353z+ 0,1353
- 1,1353(z+0,5232)  1,1353(z + 0,5232)
Derivando e igualando a cero se obtienen los puntos de dispersion:

K

dK _ dK (22 113532+ 0,1863) _
dz dx \ 1,1353(z+0,5232) |

22 +1,04642 — 07287 _
1,1353(z + 0,5232)2

21 = 0,4780 z — —1,5244

El primero es el punto de dispersidon y el segundo el de confluencia.

El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

Root Locus
1.5

051

Imaginary Axis
o

-0.51-

| | | |
-3 -2 -1 0 1 2
Real Axis
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Eiercicio 8 (5/7

Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo que calculamos la
ecuacion caracteristica:

1,1353K(z + 0,5232)  (z—1)(z —0,1353) + 1,1353K(z + 0,523

1+G2) ==z -01353) ~ (z—1)(z - 0,1353)

72 +1,1353(K — 1)z +1,1353 % 0,5232K + 0,1353 = 0
|21 2|* = 1,1353 % 0,5232K,, + 0,1353 = 1
La ganancia critica corresponde a:

K = 1,4557
Para ganancias mayores el sistema sera inestable.

Calculandolo de la otra manera:
K=2—  7°+1.1353z+1.3233=0 gz, =-0.5676%j1.0005 |z,,|=1.1503

K =1- 2% +0.7293 =0 z,, =+j0.8540 |2,.,| =0.8540
K =14557— 7’ +0.5174z+1=0  z,, =0.2587 +j0.9660  |z,,|=1
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Ejercicio 8 (6/7

Caso 3: T=4s

En este caso, la funcion de transferencia sera:

~ 3,0183K(z+0,3010)
G(2) =~ =1z —0.0183)

Dibujamos el lugar de las raices aplicando las reglas dadas. Se
comentan sélo las reglas con resultados significativos.

6. Puntos de dispersion: Primero se pone K en funcién de z:

~ (z—1)(z-0,0183) z2—1,0183z+0,0183
- 3,0183(z+0,3010)  3,0183(z + 0,3010)
Derivando e igualando a cero se obtienen los puntos de dispersion:

K

dK _ dK (22—101832+00183\ _
dz ~ dx \ 3,0183(z+0,3010) /

72 + 0,602z — 0,3248
3,0183(z + 0,3010)2

z1 =0,3435 z, = —0,9455

El primero es el punto de dispersidon y el segundo el de confluencia.

=0

El lugar de las raices queda representado en la siguiente figura:

| Root Locus
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0.6 |
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0
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08 e |
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2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Real Axis
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Eiercicio 8 (7/7

Vamos ahora a calcular el valor de K critico, para lo que calculamos la
ecuacion caracteristica:

3,0183K(z+0,3010) (z—1)(z — 0,0183) + 3,0183K(z + 0,301

1+G2) ="z -00183) ~ (z—1)(z—0,0183)

7% +(3,0183K — 1,0183)z + 3,0183 % 0,3010K + 0,0183 =0
En este caso se usa el criterio del modulo, pues no son polos
complejos conjugados:
K| |z—1||z —0,0183]
- ||z+0,3010||3,0183|

La ganancia critica corresponde al punto z = —1. Si substituimos en la
ecuacion anterior:

|—2]|—1,0183|
|—1 + 0,3010] |3,0183|
La ganancia critica corresponde a:

K| = — 0,9653

K = 0,9653

Para ganancias mayores el sistema sera inestable.
Substituyendo en la ecuacién caracteristica, los polos a ganancia critica
son:

Z1 = —1 Zo = —0,8953

Nota: En el caso de tener dudas sobre si los polos a ganancia critica
son 0 no complejos conjugados, siempre se puede substituir el valor
de la ganancia critica obtenida en la ecuacién caracteristica y
comprobar si los resultados obtenidos son validos.
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