Ingenieria de Control Il

Tema 7:
Modelado y Analisis de Sistemas en el Espacio de Estados

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz,
L. Moreno, S. Garrido

2025

uc3m | Universidad Carlos lll de Madrid @@@@
OpenCourseWare

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido UcamMm-IC I



Eiercicio 1 (1/2

Linealizar en torno a un punto de operacion el sistema
dado por las siguientes ecuaciones en el espacio de

estados:
Xy = axy + bxoxs
Xo = CX3 + XaUj
X3 = Uy + XoXqg
X4 = X1 + dX3(1 — U2)
yi=6exs+ X2
Y2 = X3X4
Solucion:

Para resolver este problema hay que calcular las
jacobianas que permiten la linealizacion del sistema:
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Eiercicio 1 (2/2

a bX30 bX20 0
o o 0O O (04 UA
A=Y= o o 0 u
1 0 d(1 — U20) 0

0 0

X4 0

B_vuf‘xouo_ 10 0

0 —dX30
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Ejercicio 2 (1/3

Calcular las tres formas candnicas: Controlable,
Observable y Jordan, del sistema cuya funcion de
transferencia es la siguiente:

Y(z) zZ+1
Uz) z2+13z+04

Solucion:

La funcidn de transferencia tendra los siguientes
coeficientes:

Y(Z) byz + by

U(z) - az2 4+ a1z + ag

@ Forma Candnica Controlable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:
xik+1)] [0 17[xk)] [0
b)) = [—— 2 ()] * H u)
y(k) = [Bo — b by — bp2] 283] i Z—iu(k)

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

X1(k—|—1) B 0 1
xolk+1)| = |-04 —13
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Ejercicio 2 (2/3

@ Forma Candnica Observable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica
buscada:

%—@%
+ [b1 B bzg—;] u(k)

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

xitk +1)] [0 —0.4] [xi(k)] 1
[x;(k+ 1)] = [1 —13] _x;(k)_ * H u(k)
y(k) = [0 1] Zgg

@ Forma canodnica de Jordan:
Primero descomponemos en fracciones simples la funcion

de transferencia:
Y(z) Z+1 ~ 5/3 N —2/3
Uz) z2+13z+04 z+05 z+08

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica
buscada:
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Ejercicio 2 (3/3

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

i) * 1] v

X1(k)

X1(k—|—1) . —-05 0
xok+1)| = | 0 —08
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Eiercicio 3 (1/4

Calcular las tres formas candnicas: Controlable,
Observable y Jordan, del sistema cuya funcion de
transferencia es la siguiente:

Y(2) (z+05)(z—-0,4)

Uz (z+1)(z—-0,5(z—-0,5)

Solucion:

La funcidn de transferencia tendra los siguientes
coeficientes:

Y(2) b222+b1Z—|—bo 22+0,1Z—0,2

U(2) B a3z3 + az2+a1z+a 2z3—-0,75z+0,25

@ Forma Canodnica Controlable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:
xi(k +1) 0 1 07 [x(K) .
[Xz(k+1)} = [ 0 0 1 } {Xg(k)} + {O} u(k)
x3(k + 1) —a e 2| |y 1
X1(k) b
y(k) = [bo = bo3 by — baZ: b2 — baZ] (k) |+ ulk)
X3(k) as

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:
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Ejercicio 3 (2/4

X1 (k + 1) 0 1 0
k+1)|=| 0 0 1
L3(k+ 1)} {0,25 0.75 o}

y(k) =[-0,2 0,1 1]

@ Forma Canodnica Observable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:
xi(k+1)]  [00 =2 Fx(k)
X2(k—|—1) =10 Z; Xg(k)
|:X3(k—|—1):| _O 1 22_ |:X3(k)
xi(k)
y(k) =100 X De(k)
X3(K) |

b bsz—g_
+ | b1 — bag! | u(k)
by — baZ
b3
k
+ asu( )

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de

transferencia llegamos al resultado:

|:X1(k—|—1):| |:O 0 O,25:| [X1
X2(k-|—1) = (1 0 0,75 Xo

xs(k + 1) 01 0

y(k) =

X3

k) -0,2
k)] + [0,1 } u(k)
k) 1

By
[O 0 1} Xo(K)
x3(k)
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Eiercicio 3 (3/4

@ Forma Canonica de Jordan:

Primero descomponemos en fracciones simples la funcion
de transferencia:

Y(z) z2+01z-0.2 A B C

Uz) (z+1)(Z—052 (z—05)2  z-05  z+1

Calculamos el valor de los coeficientes:

(B+C)z°+(A+05B—C)z+A—-0,5B+025C = z°+0,1z—0,2

Y(z) 00667 06889 03111

Uz) (z—05¢ z-05 z+1

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica
buscada:
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Ejiercicio 3 (4/4

Si sustituimos por los coeficientes de la funcién de
transferencia, llegamos al resultado:

X~|(k+1) 05 1 0 X~|(k) 0
Xo(k+1)l =10 05 0| |x(k)| + 1] ulk)

X3(k—|—1) O 0 -1 X3(k) 1

X1 (k)

y(k) = [0,0667 0,6889 0,3111] {xz(k)}

X3(k)
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Eiercicio 4 (1/4

Calcular las tres formas candnicas: Controlable,
Observable y Jordan, del sistema cuya funcion de
transferencia es la siguiente:

Y(z) (z+03)(z—-0,5)(z+0,8)

Uiz) (z—1)2(z—-05)(z+0,.2)

Solucion:

La funcidn de transferencia tendra los siguientes
coeficientes:

Y(Z) B b323 + b222 + bz + by
U(2) asz*+ a3z’ + az2+ a1z + ap
Y(2) 24+0622-031z-0,12
U(z) z#-23z2+15z2-0,1z-0,1

@ Forma Canodnica Controlable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:
_X1(k—|— 1)_ [ 0 1 0 0 | _X1(k)_ (0]
xk+1)] |0 0 1 O X2(K) 0
k=1 =10 0 0 1] |xk|t]|olUk
xak+1)] -2 -4 -2 2] bak)] 5]
(k)"
_ b p a3 b b2 b pa | Xe(K)| | s
y(k) T |:b0 b4a4 b1 b4a4 b2 b4a4 b3 b4a4} X3(k) +a4U(k)
| Xa(K) ]
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Eiercicio 4 (2/4

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

xk+1)] [0 1 0 07 [xk] [0
/i BT
xa(k+1)] 10101 —15 23] |x(k)| |1
k)
y(k) = [-0,12 —0,3 0,6 1] zgg
| Xa(K)_

@ Forma Candnica Observable:

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:

xi(k+1)]  [000 =2] (k)] [bo— b

Xo(k+1)| |1 00 =21 |x(k) by — b3

X3(k+1) {010 —g—i X3(k) N bg—b4g—‘21 U(k)

_X4(k-|—1)_ 001 —Z—j _X4(k)_ b3—b4g—i
(k)

_ 1] |Xe(k)| | Da
y(k) = [o 00 a} k)| 2. u)

| Xa(k)_
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Eiercicio 4 (3/4

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

_X1(k—|-1)- 000 0,1 | X1(k) -—0,12_
Xa(k + 1) 100 0,11 | |[xo(k) —0,31
éw+1): 010 -15 x&m'+ 06 | UK
_X4(k—|—1)_ _O 0 1 2,3_ _X4(k)_ i 1 |
_My{
Xo(K
y(k)=[00 0 1] Xi(k)
| Xa(K).

@ Forma Canonica de Jordan:

Primero descomponemos en fracciones simples la funcion
de transferencia:

Y(z) z°+06z-0,31z-0,12
Uz) (z—-1)2(z—-0,5)(z+0,2)

A B C D

T Z-12 " z-17z-05 " z702

Calculamos el valor de los coeficientes:

B+C+ D=1, (1)
A-05B-18C—-25D=0.,6, (2)
—0,7A-25B+06C +2D = —-0,31, (3)
—-01A+B+02C—-0,5D=-012. (4)
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Eiercicio 4 (4/4

Para resolver este sistema, nos ayudamos de matlab,
poniendo el sistema de forma matricial (Ax=B) y utilizando
el comando x=A\B.

Y(2) 2,75 -0,62 2,26 —0,64

U(2) (z—1)2+ z—1 +z—0,5+z+0,2

Las siguientes expresiones nos dan la forma candnica

buscada:
B C1 Co C3 Cq
F(Z)_ (Z—)\1)2+Z—)\1 +Z—)\2+Z—)\3
X1 (k+1)] A1 1.0 0] [x(k)] [O]
X2(k+1) B 00O Xg(k) 1
xa(k+ 1) =100 x5 0| [xs(k)| ™ [1] YK
_X4(k—|—1)_ _O 00 )\4_ _X4(k)_ _1_

Si substituimos por los coeficientes de la funcion de
transferencia llegamos al resultado:

X1(k—|—1) 1100 X1(k) 0
Xg(k—|—1) B 0100 Xg(k) 1
ok = 100050 |x@)|™[1] 4%
xa(k+1)] 000 02| [x(k)| |1]
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Ejercicio 5 (1/2

Obtener las matrices T que permiten la conversion a
las formas canoénicas observable y controlable dado el
siguiente sistema:

k1| = 12 9] Lai)* o] 40

y(k)=[3 1]

Solucion:

Para la forma candnica observable:

1zl - G|=(z-1)(z—-3)=2"—4z+3=0

N=[CGC = (‘13 g)

w=(30)= (1)

w1 [—0,25 —0,25
T=W) = (5 17 )

Las matrices del sistema transformado son:

1 4 3

El sistema transformado queda:

G=T'GT = (0 _3> H=TH= (_7) C'=CT=(01)

)= 7 B [ e
y(k) = [0 1] ;;E’,iﬂ
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Ejercicio 5 (2/2

Para la forma candnica controlable;
M=[H GH = (]
02

w=(30)= (7o)
T— MW — (‘23 (1)>

Las matrices del sistema transformado son:

34 1

El sistema transformado queda:

) 15 1 G« e

y(k)=[-7 3] Zg

G':T—1GT:(° 1) H’:T—1H:(O) C'=CT=(-7 3)

/
X4
/

(
X5(
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Ejercicio 6 (1/3

Obtener la matriz de transformacion T que permite
convertir a la forma candnica de Jordan para la
siguiente representacion de estado:

xi(k+1)] [=100
X2(k-|—1) = 2 1

X3(k—|— 1)

@ Solucion:

Primero se obtiene la ecuacion caracteristica:

M—Gl=(O+1)A—2)(A—3)=0
Los autovalores son:;

M=—-1 =2 \3=3
Calculamos los vectores para cada autovalor:

-\ =—1:
-1 00 V11 V11
1 21 Vio | = )\1 Vi2
0 03 V13 V13

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

— Vi1 = — V4
Vi1 +2Vi2 + Vi3 = — V12
3Viz = —Vi3

-3
Viz=0 Vi1 = =3Vy2 — Vio =1 71(1)
0
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Ejercicio 6 (2/3

-l =2
-1 00 Vo1 Vo1
1 21 Voo | = )\2 Voo
O 03 Vo3 Va3

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

—Vaq = 2Vo;
Vo1 + 2V22 + Vog = 2V22
3V23 = 2V23

V21:O V23=O—>V22:172: 1

-1 00 V31 V31
1 21
O 03 V33 V33

Vao | = A3 | Va2

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

— V31 = 3V3;
V31 + 2V3o + V33 = 3V30
3V33 = 3Va3
0
V31:0 V32:V33—>V33:171: 1
1

La matriz de transformacion T es la siguiente:

-300
T—(1 11
0 01
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Ejercicio 6 (3/3

Las matrices del sistema transformado son:;

—-100 0
G=T'GT=(0 20| H=T'H= (1
0 03 1

C'=CT=(-901)

El sistema transformado queda:

xi(k+1) —1 0 0\ |x{(k) 0
xX5(k+1)[ =1 0 20| (x3(k)| + | 1] u(k)
X3(k+1) 0 03/ [xi(k) 1
x| (k)
y(k) = (=9 0 1) | x5(k)
X3(k)
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