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Introduccion

@ Los métodos de anélisis clasicos de sistemas:

e Se basan en la descripcion del sistema por la relacién entre su
entrada y su salida.

e De una gran utilidad en sistemas dinamicos con una Unica
entrada y una Unica salida, son simples y requieren un niUmero
pequefio de calculos.

e Tienen dificultades para su utilizacion en sistemas no lineales,
excepto en algunos casos muy sencillos.

e Son dificiles de usar en sistemas con multiples entradas y
salidas, o en sistemas que presentan parametros que varian
con el tiempo.

@ Los métodos de analisis y modelado de sistemas basados en el
espacio de estados son los mas adecuados para el tratamiento de
problemas con entradas y salidas multiples, asi como para el
tratamiento de problemas con pardmetros variantes en el tiempo e
incluso de sistemas no lineales.
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Modelado en el Espacio de Estados

@ Las técnicas de modelado de sistemas en el espacio de estados se
basan en:

e Describir al sistema dinamico por medio de n ecuaciones
diferenciales de primer orden para el caso de sistemas
descritos en tiempo continuo o por medio de n ecuaciones en
diferencias para el caso de sistemas en tiempo discreto.

e Estas necuaciones resultantes se describen por medio de una
notacion matricial, lo que simplifica la representacion
matematica de las mismas.
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Concepto de estado

Intuitivo

@ Laidea de estado es un concepto basico en la representacion de
sistemas en el espacio de estados.

@ Sitratamos de describir intuitivamente lo que significa un estado en
un sistema, hemos de recordar que un sistema dinamico se
caracteriza porque la salida que da en un cierto instante depende de
las entradas al sistema en dicho instante y de la situacién en la que
estaba el sistema como consecuencia de las entradas a las que habia
sido sometido el sistema anteriormente.

@ Esta situacidén en la que se encuentra un sistema en un instante
dado puede ser caracterizada por un cierto conjunto de valores
numeéricos.

@ Este conjunto de valores numéricos que caracterizan la situacién del
sistema en un instante dado es lo que denominamos estado del
sistema en ese instante de tiempo.
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Definicidon de estado

Definicion:

El estado de un sistema dindmico en un instante de tiempo t, se puede
definir como el conjunto mas pequeiio de valores numeéricos que es
suficiente para determinar la evolucion futura del sistema para todo t > 1
conocidos dichos valores numéricos y las entradas al sistema para todo t > t,.
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Como determinamos este estado

@ ;Coémo podemos describir el estado de un cierto sistema fisico?

@ ;Qué variables del sistema nos permiten caracterizar el estado del
mismo?

@ Una primera aproximacién al problema consiste en determinar qué
variables del sistema almacenan energia.

@ La energia almacenada en un sistema suele ser un buen
caracterizador del estado del mismo.

@ Veamos un ejemplo.
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N =

Figura 1: Circuito RC.

En el sistema de la figura, la ecuacion diferencial que lo caracteriza es

dus 1
ar (ue(t) — Us(t))m

Si tomamos transformadas de Laplace obtenemos
1
sUs(s) — us(0) = ?C[Ue(s) — Us(s)]

y operando
N

Us(S) = ——us(0) +

Ue(s)
Ac+S Ac + s
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Ejemplo 1 (Cont.)

La variable que mantiene la memoria del estado energético del mismo es
la tension en el condensador ug, y sera la variable de estado del sistema.

us(t) = us(0)eme! + (1 — erch)
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Concepto de estado

Definicion formal

@ La definicién formal debida a L.A. Zadeh es
una de las mas satisfactorias a la hora de
expresar las propiedades del concepto de
estado y variable de estado.

@ Consideremos el sistema S, es decir, el
modelo matematico de un sistema real que
tiene como entradas las sefales

ui(t),i=1,2,...,rycomo salidas las
sefiales y;(t),j=1,2,...,m, las cuales son
funcion del tiempo. '
) . Figura 2:
@ Al conjunto de sefiales de entrada lo Concepto de
denotaremos por el vector u(t) de estado.

dimension r x 1y al de las variables de
salida por y(t), de dimensién m x 1.
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Concepto de estado

Definicion formal

La variable x(t) puede considerarse como variable de estado del sistema
Sen el instante ¢ si satisface las siguientes condiciones:

@ Los vectores x(fy) y u(t, ty) determinan de forma univoca la salida
y(t, &) para todos los estados iniciales x(f) € X, para todos los
valores de t > t, y todo el espacio de las funciones de entrada u de S.
Es decir:

y(t, o) = 9(x(t), u(t, b)) (M

@ Sit; es uninstante de tiempo entre t y t, entonces para cada vector
de entrada u(t, f) y vector de salida que se observa y(t, fy),
considerados desde el instante t; de forma que dan los segmentos
u(t, i) e y(t, t;), existe un subconjunto no vacio de elementos del
espacio X, denotado por S[x(%); u(t, )], cuyos elementos «
satisfacen la siguiente relacion:

y(t, t1) = 9(a,u(t, b)) (2)
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Concepto de estado

Definicion formal

© Siu(t, ) esinvariable y u(t, t) varia sobre todas las entradas del
espacio de funciones de entrada de S, entonces la interseccion de los
conjuntos S[x(f); u(t, &)]. considerados sobre todos los valores de
u(t, t) es un conjunto no vacio.
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Concepto de estado

Implicaciones

@ C1.Implica que el sistema es determinista y causal, por lo que los
valores de las sefales de salida en un instante de tiempo dado no
dependen de salidas posteriores al mismo.

@ C2. Asegura que a cada par u(t, t1), y(t, t) le corresponde un estado
inicial x(t) en X.

@ (3. Esta condicidén asegura la existencia de al menos un estado en el
espacio X, la cual se refiere a todos los posibles pares de entradas
u(t, ty) y salidas y(t, t;), respectivamente.

@ De C2y C3setiene que el estado de S en el instante ¢ esta
determinado por el estado inicial x(f) y el vector de entrada u(t, ):

x(t) = f(x(t), u(t, o)) 3)

donde f() es una funcién univoca de sus argumentos.
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Representacion matricial de las ecuaciones de

estado

Forma general

@ Si un sistema puede describirse por un conjunto de ecuaciones
diferenciales o de ecuaciones en diferencias de primer orden, las n
ecuaciones de estado de un sistema dinamico de orden n-ésimo

seran:
X1(t) = f1 (X1(ll)7 A 7Xn(t)7 U4 (t), ey Ur(t))
).(g(t) = f2(X1(t), . ,Xn(t), Uy (t), ceey U,—(t))
(4)
Xo(t) = fa(x1(8), ..., Xn(1), ur (1), ..., u(1))
y las ecuaciones de salida del sistema seran las siguientes
y1(t) = 01 (X1(t), - ,Xn(t), U1(t), ceey Ur(t))
Yo(t) = g (x4 (1), ..., xa(8), s (1), ..., u()) )

Ym(t) = gm(x1 (1), ..., xn(1), U1 (1), ... ., Ur(1))
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Representacion matricial de las ecuaciones de

estado

Forma compacta

@ Si expresamos los sistemas de ecuaciones anteriores de forma
matricial, donde x(t) sera un vector n x 1, u(t) sera un vectorr x 1 e
y(t) sera un vector m x 1, tendremos que

x(t) = f(x(1),u(1)) (6)
y(t) = g(x(1),u(t)) (7)

@ En el caso de que el sistema sea lineal, entonces las ecuaciones de
estado podran escribirse de la forma:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (8)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(?) 9)

donde las matrices A(f), B(t), C(t) y D(f) son, en el caso general,
matrices variantes en el tiempo de dimensiones A(f) : nx n,
B(t):nxr,C(t):mxnyD(t): mxr.
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Representacion matricial de las ecuaciones de

estado

D
u(t) + X 7 XM oyt YO
B I (o]
+ (Y
A

Figura 3: Diagrama de bloques de un sistema en tiempo continuo
representado en ecuaciones de estado.
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Representacion matricial de las ecuaciones de

estado

Sistemas de tiempo discreto

@ En el caso de que el sistema esté definido por ecuaciones en
diferencias, las expresiones de las ecuaciones de estado y de salida
seran

x(k+1) = f(x(k),u(k)) (10)
y(k) = g(x(k),u(k)) (11

@ En el caso de que el sistema sea lineal o se linealice en torno a algiin
punto de equilibrio, tendremos que

x(k+1) = G(k)x(k) + H(k)u(k) (12)
y(k) = C(K)X(k) + D(K)u(k) (13)

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 17781



Construccion del modelo de estado de un sistema

fisico

Dado un cierto sistema fisico de tipo dinamico, los pasos a seguir para
formular un modelo de estado son los siguientes:

@ Descomponer el sistema en los elementos basicos de forma que
podamos identificar sus componentes, variables, entradas, salidas y
las relaciones entre ellas.

@ Eleccidn de las variables de estado del sistema, que en una primera
aproximacién se puede realizar observando los elementos
dinamicos del sistema. El nUmero de variables de un sistema debe
ser igual al orden de las ecuaciones diferenciales que lo describen.

© Obtencién de las ecuaciones de estado para cada variable
independiente seleccionada en el paso anterior.

© Obtencién de la ecuaciones de salida del sistema, a partir de las
variables de salida que se desea controlar y de las variables de
estado elegidas.
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Obtencion del modelo de estado de un sistema

Ejemplo 2

@ Supongamos un filtro construido con elementos pasivos, es decir,
con bobinas y condensadores, tal y como se muestra en la figura, y
queremos obtener su modelo de estado.

Figura 4: Filtro Butterworth de 4 orden.
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Obtencion del modelo de estado de un sistema

Ejemplo 2 (Cont.)

@ Solucion:
Las ecuaciones del sistema de acuerdo con las leyes de Kirchoff son:

U = Ly % -+ Ug,
ue, = Lz%i? + Ug,
Ci dgt?‘ = b
C dgfz = b
us = Ug, (14)

@ La eleccion de las variables de estado es bastante clara, ya que las
variables que acumulan energia en el sistema son las tensiones en
los condensadores y las intensidades en las bobinas.
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Obtencion del modelo de estado de un sistema

Ejemplo 2 (Cont.)

@ Tomando como variables de estado las tensiones en los
condensadores y las intensidades que circulan en las bobinas,
tendremos que

diy d,_1,
dt ~ L ° L @
d 1 1,
dt ~ L ¢ L
dUC;1 - Ll—ll
dt ~ ¢ G°*
ClU(;2 1,
= — 15
T C212 (15)
y la salida sera
Us:U02
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Obtencion del modelo de estado de un sistema

Ejemplo 2 (Cont.)

es decir
s 1
i 0 0 w 01 i Ll1
d | b 0 0 L L o 0
d _ ” 2 16
at |ue, & -4 0 o||u| T |o|" (16)
Uc, 0 Ciz 0 0 Uc, 0
y la ecuacion de salida seria
I
o
us=[0001] (17)
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Linealizacién de sistemas en el espacio de estados

@ Supuesto un cierto punto de operacion del sistema (x = Xg, U = Up),
una aproximacion lineal al sistema en el entorno de ese punto de
operacion se obtiene a partir del desarrollo en serie de Taylor.

@ El desarrollo en serie de Taylor para un sistema multivariable
definido por el sistema de ecuaciones

x(t) = f(x(1),u(t)) (18)
y(t) = 9g(x(t),u(t)) (19)
en el punto de operacion (X = Xo, U = Ugp), Se puede expresar como:
jt)"((t) = AX(t) + Bi(t) (20)
y(t) = Cx(t)+ Dii(t) 2mn

dondeX =X —Xo, U=U—Ug, ¥y =Y — YoV las matrices A,B,Cy D son
las Jacobianas de fy g para x y u definidas por las siguientes
expresiones.

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 23/81



Linealizacion de sistemas en el espacio de estados

@ Jacobianasdefygparaxyu:

A = fo|x0,u0 (22)
B = Vfuxu (23)
C = Vauxou (24)
D = Vg,lxu (25)

y recordando la expresion de la matriz Jacobiana

of of
Xy T OXp
Vi, = : : (26)
oty Ofy
ox; Tt Oxp

nos dan las expresiones de A B,C y D para el modelo linealizado.
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Linealizacion de sistemas en el espacio de estados

Ejemplo 3

@ Un modelo de estado simplificado para un horno de secado viene
dado por el siguiente conjunto de ecuaciones de estado:

)-(1 = —aiXo
X2 = bixy — boxo — bsuy
X3 = CiXo-+ Cng(Tg — X3) + C3XoX3 27)

y se quiere linealizar el sistema.

@ Solucion: Sustituyendo las ecuaciones en las expresiones de las
Jacobianas, tenemos que
oh  of o
o8 o8 on
A = Vf)(‘XmUo: 87)(21 T)(zg T)(i
o O Ok
8X1 8X2 (9X3
0 —a 0
= |b —bo 0 (28)
0 (c1+c3x30) (C3Xop— Coliag)
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Linealizacion de sistemas en el espacio de estados

Ejemplo 3 (Cont.)

@ yparaB
of of
B = vfU|Xo,Uo - TUZ; 6XL212
ofs  Ofy
ouy I
0 0
= |—bs 0 (29)
0 Cz(Tg — X370)
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Funcion de transferencia y representacion en el

espacio de estados

@ Larepresentacion en el espacio de estados como la funcion de
transferencia de un sistema son dos formas de modelar
matematicamente el comportamiento de un sistema.

@ Ambos modelos estan relacionados. Supongamos que hemos
obtenido la representacion de estado de un sistema, y que este
sistema es lineal e invariante en el tiempo

d
ax(z‘) = Ax(t) + Bu(f) (30)

y(t) = Cx(t)+ Du(t) 31

donde las matrices A, B, Cy D tienen dimensionesA: nxn,B:nxr,
C:mxnyD:mxr.Sihacemos la transformada de Laplace de las
ecuaciones de la representacion de estado, tenemos que
sX(s) — x(0) AX(s) + BU(s) (32)
Y(s) = CX(s)+ DU(s) (33)
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Funcion de transferencia y representacion en el

espacio de estados

@ La funcion de transferencia nos da la relacién que existe entre la
entrada y la salida de un sistema. Hemos de relacionar por lo tanto
la entraday la salida del sistema. Para ello

sX(s) — AX(s) = BU(s) + x(0)

(sl — A)X(s) BU(s) + x(0)
X(s) = (sl—-A)"'BU(s)+(sl—A)"'x(0) (34

y sustituyendo en la ecuacién de salida del sistema obtenemos

Y(s) = C(sl—-A)""BU(s)+ C(sl — A)~"x(0) + DU(s)
= [C(sl— A)~'B +D]JU(s) + (sl — A)~"x(0) (35)
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Funcion de transferencia y representacion en el

espacio de estados

@ Si suponemos que las condiciones iniciales son nulas, la funcién de
transferencia del sistema sera

Y(s)

U(s) =C(sl-A)"'B+D (36)

F(s) =

Como

(sl—A)"= —Adj(sl — A)T

\sl —A]
se tiene que el polinomio caracteristico del sistema es |sl — A|, y por
tanto, los polos del sistema coinciden con los autovalores de la
matriz A.
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Representacion de sistemas en el espacio de

estados

@ Normalmente no se dispone de las ecuaciones del sistema de forma
qgue pueda obtenerse el modelo en el espacio de estados de forma
directa.

@ Podemos encontrar un sistema descrito por una o varias ecuaciones
diferenciales, de primer orden o de orden superior, lineales o no
lineales.

@ La matriz D en la mayoria de los sistemas no existe, dado que
representa un reflejo de la entrada en la salida de forma directa.

@ Es necesario desarrollar algin método de conversion de ecuaciones
diferenciales ordinarias o de ecuaciones en diferencias a ecuaciones
diferenciales o en diferencias de primer orden.
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Conversidon de una ecuacion diferencial ordinaria a

ecuaciones de estado

@ La eleccion de las variables de estado no es Unica, por lo que no
basta con mostrar una Unica solucién puesto que en ocasiones una
eleccion determinada de dichas variables de estado tiene ciertas
ventajas frente a otra.

@ Veremos los métodos mas usuales de eleccion de las mismas y a qué
tipo de representaciones dan lugar. Estas representaciones se
denominan formas candnicas, y entre ellas tenemos:

e Forma candnica controlable
@ Forma candnica observable.
@ Forma canonica de Jordan.
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Forma candnica controlable

@ En este método de representacion la variable de estado j-ésima se
escoge como la derivada de la variable de estado i — 1.

@ Esta eleccion es bastante natural en una gran cantidad de sistemas,
por ejemplo, en los sistemas mecanicos donde la aceleracion es la
derivada de la velocidad y la velocidad la derivada de la posicion (a
veces se les denomina variables de fase).

@ Supongamos un sistema invariante en el tiempo, con una Unica
sefial de entrada uy una Unica sefial de salida y, cuya dinamica viene
determinada por una ecuacion diferencial lineal de coeficientes

constantes
a" d am d
anwy(t)—i-...—i—eh &y(t)—i-aoy(t) = bmwu(t)—i—...+b1au(t)+bou(t)
(37)
conn>m.
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Forma candnica controlable

a
dt’

@ Si utilizamos el operador derivada p = &, la expresidén anterior sera
apP "y (t)+...+aipy(t)+aoy(t) = bmp™u(t)+. ..+ bipu(t)+bou(t) (38)
Sacamos y(t) y u(t) como factor comin en ambos lados
(anp" + ... +aip+ ao)y(t) = (bmp™ + ... + byp + bo)u(t) (39)

y de forma mas compacta

M(p)y(t) = N(p)u(t) (40)
donde
M(p) = ap"+...+ap+ay 4
N(p) = bmpp" +...+bip+ by (42)
con lo que
(0 = orult) (43)
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Forma candnica controlable

@ Sidefinimos la primera de las variables de estado de forma que
x(t) = ——u(t) (44)

se puede observar que la ecuacion 43 ha sido reemplazada por las
dos siguientes expresiones

y(t) = N(p)x(1) (46)
@ Tomando las variables de estado de la siguiente forma
x(t) = x(1)
d d
?tx(t) = x(t)= a)ﬁ(t)
n—1
%X(t) = Xn(t) = %Xn_1(t) (47)
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Forma candnica controlable

@ La ecuacion 45 se puede reescribir de la siguiente forma

dr an—1 a do
X(t) = — H—...— —xo(t) — —x4(t 48
X0 = 3 u) = T xn(t) — = The(t) = a(t) @8)
@ Las ecuaciones 47 y 48 podemos expresarlas de forma matricial
como
x1(t) 0 1 0o ... 0 x1(t) 0
Xn_1(1) 0 0 0o ... 1 Xn_1(t) 0
Xn(1) Bt T ST i M) &
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Forma canodnica controlable

@ Para obtener la ecuacion de salida partimos de la ecuacion 46.
Utilizando la definicion de las variables de estado 47 y suponiendo
que n = m, obtenemos que

boxi(t) + bixo(t) + ...+ bo_1xn(t) + bn%xn(t) = y(1) (50)

y sustituyendo en esta ecuacién %x,, por 48, nos queda la siguiente

expresion
a a
Y(t) = (bo — ba=2)x1 () + (b1 — by )xa(t) + ...
an an
_ b
ot (bt — B2 xo(8) + 2 u(t) (51)
an an
que formulada en términos matriciales da lugar a
x1(t)
x(t)| b
y(t)=[bo— by by — by ... by y— by |+ ()
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Forma candnica controlable

@ Esta representacion se denomina forma canénica controlable . Una
simplificacion usual se obtiene cuando a, = 1. En la figura se
muestra un esquema de esta representacion.

)
+

-y .'

Figura 5: Representacion grafica de la forma canoénica controlable.

+

y(t)

% |
g

+
+

*ﬂ‘—l?ﬂ 0
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Forma candnica observable

Las variables de estado se toman como una combinacion lineal de las
derivadas de las variables de entrada y de salida.

@ Se toman las variables de estado de forma que x, es funcion de y(t) y
u(t), xn—1 es funcion de y(t), u(t) y sus derivadas y asi sucesivamente:

Xp(t) = any(t) — bnu(t)
Xn—1(t) = ap_1y(t) + and%y(t) — bp_1u(t) — b"ditu(t)

d d2

Xn-2(t) = an-2y(t) + an-1 7 y(1) + an gy (1) -
d d?

—bn_2u(t) — bn- T u(t) - bndtg u(t)
Cl dn—1

() = ay(t)+a dtym oAy (t) -
dn- 1
fb1u(t)—b25u() bn 3 u(t) (53)
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Forma candnica observable
Cont.

@ De la primera ecuacién de 53 calculamos y(t) (ecuacion de salida):

y(t) = a—xn(t) + —u(t) (54)

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 39/81



Forma candnica observable
Cont.

@ Siderivamos las ecuaciones del sistema 53, obtenemos:

d d d
d—tx,,(t) = a”Ey(t)_b"au(t)

d d d? d d?
aan(t) == an71 Ey(t) + anﬁy(t) - bn71 &U(t) - bnﬁu(t)
d d 2 dn-1
dﬁxz(t) = th( )+ sdtg}/( )+ +anwy(t) -
b & U
- 2au(t)_b3ﬂu(t)—— nwu( )
gx () = a 4 () + a —2 (t)+...+any™(t) —
a o= agy 2 Y oAy
d d? a’
—b1au(t)—b2ﬁu(t)—...—b,,%u(t) (55)

ucsm-ICll
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Forma candnica observable
Cont.

@ Sustituyendo las ecuaciones 55 en el sistema de ecuaciones 53
obtenemos que:

xn(t) = any(t) — bpu(t)
Xn—1 (t) = an_1y(t) — bn_1 U(t) + %Xn(t)
Xn_z(t) = an_gy(t) — bn_zu(t) + %Xn_1 (t)
x(t) = ay(t)— buu(t) + %Xg(l‘) (56)
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Forma candnica observable

Cont.

@ Y si aqui sustituimos y(t) por la ecuacion de salida 54, tendremos
n— 1 ecuaciones de estado. Faltaria Gnicamente la ecuacién de
estado correspondiente a x1(1):

Xo(t) = a";1xn(t)—(bn,1 —bna;;1)u(t)+%xn(t)
Xo1(t) = a;_zxn(t)—(b,,_g—bna;_z)u(t)+%xn_1(t)
Xo(t) = ?xn(t)—(m —bn?)u(tﬂ—%xz(t) (57)

@ Para obtener la ecuacion de estado que falta combinamos las
ecuaciones 57 con la ecuacion diferencial original expresada en
términos de las variables de estado que hemos definido:

ap

0= _2xa(t) — (bo — bn " )u(t) + %)ﬁ(t) (58)

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Muioz, L. Moreno, S. Garrido ucam-ICIlI 2025 42/ 81



Forma candnica observable
Cont.

@ Escribiendo en forma matricial las ecuaciones 57 y 58, obtenemos el

conjunto de ecuaciones de estado y de la ecuacion 54 la ecuacién de
salida, es decir:

] Lo 0 Ty [ | by
g o] |10 00 ma | e by — by
gl | T Do R : u(t)
o) [0 0 10 IR (D] bee—ba%E
n 0O 0 ... 01 —a;—: Xn(t) bn71_bn3:;7;1
(59)
x1(t)
Xz(t) b
yy=[0 0 ... 00 ] |+ tu) (60)
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Forma candnica observable

Cont.

@ En la figura se muestra un esquema de esta representacion:

u(t)
b;ab, | Bn.17%1% | IE“EI m
AP AT
1

Figura 6: Representacion grafica de la forma candnica observable.
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Forma candnica de Jordan

La eleccion de las variables de estado se basa en el principio de
superposicion de sistemas lineales, es decir, se busca la descomposicion
de la respuesta del sistema lineal en sus componentes individuales.

@ Consideremos que la funcién de transferencia del sistema sea

_Y(s) bms"+...+bis+ by
Gs) = U(s) aps"+...+ais+ao (e1)

donde m< n.

@ Supongamos que el denominador de dicha funcién de transferencia

no tiene raices multiples, con lo que descomponiendo en fracciones
parciales se obtiene que

B bms™ + ...+ bis+ by
GS) = - mGE—a). (5— )
Cq Co Cn
s Tiont ot (62)
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Forma candnica de Jordan

Cont.

@ 62 es una combinacién lineal de n componentes elementales mas un
término directamente relacionado con la entrada que aparece en el
casodequen=m
Gy

S — M\

Co
S— Ao

bn

Cn U(s)+ 2 U(s) (63)

S—An

Y(s) = U(s) + uis)y+...+

@ Cada una de estas componentes elementales de la ecuacién anterior
es la respuesta de un sistema con funcion de transferencia
1
T s— Ai
a la sefial de entrada U(s). Esto implica que si cada una de estas
componentes basicas la tomamos como una variable de estado Xj(s)
que satisface Xj(s) = Gi(s)U(s), la variable de estado x;(t) asi
definida satisface la siguiente ecuacién diferencial:
a
dt

Gi(s) (64)

xi(t) = \ixi(t) + u(t) (65)
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Forma candnica de Jordan
Cont.

@ Tenemos, por tanto, n ecuaciones diferenciales como la 65 que

constituyen las ecuaciones de estado y una ecuacién de salida que
en el dominio del tiempo tiene la forma

b
y(t) = c1xq(t) + coxa(t) + ... 4 CoXn(t) + a—”u(t) (66)
n
y formulando las ecuaciones en forma matricial tendremos:
X1(t) M 0 0 X1(t) 1
d X2(t) 0O X ... O Xg(t) 1
N Y N A H
Xn(t) 0 0 ... X [X(b) 1
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Forma candnica de Jordan

@ Si en laforma candnica de Jordan todas las raices del denominador
son simples, se la conoce con el nombre de forma canénica diagonal.
En la figura se muestra una representacion grafica de la forma
canonica diagonal de unsistema.

u(t) |b—| + .~ Y
o]

0
b1

J
R
J

Figura 7: Representacion grafica de la forma candnica de diagonal.
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Forma candnica de Jordan

@ En el caso de que la ecuacion caracteristica del sistema tenga raices
multiples, la descomposicion en fracciones parciales da lugar a una
expresion del siguiente tipo

bnsS™ 4 ...+ bis+ by

G(s) =

(s) an(s—AM)E(s—X2)...(s—\p) (69)
o C1 Ck Ck+1 Cn
_(S—)\1)k+.“+8—)\1+8—/\2 .“+S—/\n

@ Sisuponemos que las condiciones iniciales son nulas, la respuesta
del sistema ante una entrada U(s) sera

Y(s)= —U(s)+...+

L S U(S)+ L U(s) 4.k U(s)

C
(70)
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Forma candnica de Jordan
Cont.

@ Tomando como vectores de estado cada una de las fracciones que
aparecen en la ecuacion 70 tendremos

Cq (o]
Xi(s) = mu(s):ﬁxz(s)
Xo(s) = (s—iﬁu(s):sfﬁxs(s)
X(s) = SO UGs)
Xeials) = E-U(s)
Xo(s) = Sf”)\nU(s) (71)
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Forma candnica de Jordan
Cont.

@ Reescribiendo las ecuaciones anteriores 71 en el dominio del tiempo
nos quedara el sistema expresado como conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden

%X1 1) = \x(t) +x()

%xz(t) = Axe(t) + x3(1)

%xk(t) = Mxk(t) + u(t)
%xk+1(t) = axk1(t) + u(t)

d

00 = Anxa(t) + u(t) (72)
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Forma candnica de Jordan
Cont.

@ Y puesto este conjunto de ecuaciones en forma matricial:

_X1(t)_ M 1 ... 0 0 ... 0] —X1(t)- (0]
Xg(t) 0O X ... O o ... 0 Xg(t) 0
% ® =10 0 . x 0 o] x| +]|1]u
Xk+1(t) 0 0 0 Ao ... 0 Xk+1(t) 1
vl oo 66wl lxin] Ll
(73)
Fxa(t) ]
Xg(t)
y(ty=[cico ... Ck Cky1 --- Cnl xk.(t) +%u(t) (74)
Xic+1(1) "
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Representacion en las formas candnicas
Ejemplo

Dado el sistema mostrado en la figura, obtener las formas canonicas de
Jordan, controlable y observable.

u) [, <43 y(t)

s+1 s+2

»|=
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Representacion en las formas candnicas

Ejemplo (Cont.)
Solucion:

@ Forma candnica de Jordan. Obtenemos en primer lugar la funcién de
transferencia global del sistema
2(s+3) —4 1 3

s+1)(s+2) s+1 Tsr2ts

F(s) = S

y de aqui tenemos que, tomando como variables de estado las

fracciones parciales Xi(s) = % U(s), Xa(s) = 515 U(s) y

X3(s) = 2U(s), obtenemos la siguiente representacion de estado
d x1(t) -1 0 0f [x(d 1
g ()| =10 -2 0| [x()| + |1] u(t)
t ()] |1

xs(1) 0 0 0
X1(t)
y(t)=[-413] | x(1)

x3(t)
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Representacion en las formas candnicas

Ejemplo (Cont.)

@ Forma candnica controlable. Partiendo de la funcién de transferencia

F(s) del sistema

2(s+3)

25+ 6

F(s)

T s(s+1)(s+2) S+3s2+2s

obtenemos que los coeficientes del polinomio del denominador son
a3=1,a =3, ai =2, a =0y los del numerador by =2, by = 6.
Sustituyendo estos coeficientes en la expresion de la forma canénica

controlable obtenemos

dt

xi(t)
d [x;(t)] =
x3(t)

0 1 0]
0 0 1
lo -2 -3
y(t)=[620]

)
xo(t)| + [0 u(t)
X3(t) 1

Xq (t)
Xz(t)]
x3(t)
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Representacion en las formas candnicas

Ejemplo (Cont.)

@ Forma candnica observable. Partiendo de los coeficientes de los
polinomios del numerador y del denominador de la funcién de
transferencia que hemos obtenido y sustituyendo en la expresion de
la forma candnica observable se llega a

d X1(t) 00 0 X1(t) 6
gt [Xg(t)] = [1 0 —2] [xg(t)] + [2] u(t)
x3(t) 0 1 =3| [x3(1) 0

X1(t)
y(t)=[0 0 1] [XQ(t)]
x3(t)
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Conversion de una ecuacidon en diferencias a

ecuaciones de estado

Es un proceso similar al visto para sistemas expresados por ecuaciones
diferenciales, pero se trabaja a partir de la transformada z o de la
expresion en diferencias y utilizando el operador retardo para expresar
en forma polinébmica las ecuaciones de estado.

@ Dado un sistema invariante en el tiempo, con una Unica entrada uy
una Unica sefial de salida y, cuya dinamica viene dada por una
ecuacion en diferencias lineal de coeficientes constantes

any(k—n)+...+aiy(k—1)+apy(k) = bpu(k—m)+...+biu(k—1)+bou(k)

(75)
conn>m.
@ Siintroducimos el operador retardo g~ la expresion anterior
podemos reescribirla
ang "y(K) + ...+ a1q”y(k) + aoy (k) = 76)

bmg ™u(k) + ... 4+ big~u(k) + bou(k)
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Conversion de una ecuacidon en diferencias a

ecuaciones de estado
Cont.

@ Sacando y(t)y u(t) como factor comin en ambos lados de la
expresion, obtenemos:

(g "+...+ & g '+ a)y(k) = (bmqg "+ ...+ by g '+ bo)u(k) (77)

@ que podemos expresar de forma mas compacta como un cociente
de polinomios de la forma

(k) = gy ulk) 78)

@ A partir de aqui es posible realizar un desarrollo similar al hecho
para el caso de sistemas en tiempo continuo, y se llegaria a las
mismas expresiones.
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Conversion de una ecuacidon en diferencias a

ecuaciones de estado
Ejemplo

Dado un sistema cuya funcién de transferencia es
2>+04z+3

F&)= si79z7 10821018

determinemos las formas canédnicas controlable, observable y de Jordan.
Solucion:

@ Forma candnica controlable. De F(z) obtenemos que los coeficientes
del polinomio del denominador sonas =1, a2 =1,9, a; = 1,08,
ap = 0,18 y los del numerador b, =1, by = 0,4, by = 3, y de aqui:

X1(k + 1) 0 1 0 X1(k) 0
[xg(k+ 1)] = [ 0 0 1 ] [Xg(k)] + [O] u(k)
xa(k +1) -0,18 —1,08 —1.9| |x3(k) 1

x1 (k)
y(k) =[30,4 1] [xg(k)]
x3(k)
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Conversion de una ecuacidon en diferencias a

ecuaciones de estado
Ejemplo (Cont.)

@ Forma candnica observable. Partiendo de los coeficientes de los
polinomios del numerador y del denominador de la funcion de
transferencia se obtiene

[x1(k+1)] [O 0 -0,18] r(k)] [3]
Xo(k+1)| = |1 0 —1,08| [x(k)| + |0,4] u(k)

xa(k +1) 01 19/ |x(k) 1
—X1(k)
y(k) =[001] | x2(k)
| x3(k)
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Conversion de una ecuacidon en diferencias a

ecuaciones de estado
Ejemplo (Cont.)

@ Forma candnica de Jordan. Si obtenemos las raices del denominador
de la funcidn de transferencia del sistema y expandimos

224+04z+3 _ 1285 26 1414
(z+1)(z+06)(z+03) z+1 z+06 z+03
y tomando como variables de estado las fracciones parciales

X(2) = 28U(2), Xa(2) = 785U(2) y Xa(2) = 245 U(2),

obtenemos la siguiente representacion de estado

X1(k+1) -1 0 0 X1(k) 1
[xz(k—H)] _ [o 06 0 ] xz(k)] + H u(k)

F(2) =

X3(k+ 1) 0 0 -0,3 X3(k) 1

B
y(k) =[12,85 — 26 14,14] | x2(k)
x3(k)
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Transformaciones entre representaciones

@ Sea un sistema definido por
x(k+1) = Gx(k)+ Hu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) (79)
queremos pasar de una representacion de estado dada a otra.
@ Si definimos un nuevo vector de estado x’(k) de forma que
x(k) = TX'(k) (80)

donde T es una matriz no singular, es decir, invertible, las nuevas
variables x’(k) se pueden expresar como combinacion lineal de las

x(k).
@ Sj sustituimos, obtenemos
Tx'(k + 1) = GTX'(k) + Hu(k) (81)
y premultiplicando por la inversa de la matriz de transformacién se
tiene que
X'(k+1) =T 'GTX/(k) + T~ "Hu(k) (82)
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Transformaciones entre representaciones

@ con lo que si denominamos

G = T'GT (83)
H = T'H (84)
nos queda que el nuevo sistema es
X'(k+1) = G'X'(k) + Hu(k) (85)
@ Procediendo de forma similar para la ecuaciéon de salida
y(k) = CTxX'(k) + Du(k) (86)
y denominando
cC = CT (87)
DD = D (88)
obtenemos una nueva representacion de estado
X'(k+1) = G'X'(k)+ Hu(k) (89)
y(k) = C'xX'(k)+ D'u(k) (90)
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lgualdad de la ecuacion caracteristica para

diferentes representaciones de estado

@ Dos representaciones de estado son similares si tienen el mismo
polinomio caracteristico, y por tanto, los mismos valores propios o
autovalores. Veamos que esto se verifica para el caso anterior:

|zZl-G'| = |z2I-T'GT|
= [ZTT'T-T'GT|
= [T '(ad-G)T|
= T2 -G|[T|
1zl - G (91)

@ Es decir, la ecuacién caracteristica de la matriz y sus autovalores, no
dependen de la base elegida para representar el sistema en el
espacio de estados.

@ Solo se requiere que la matriz de transformacion sea no singular,
por lo que existen infinitas representaciones de estado.
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Transformacién a la forma candnica controlable

@ Dado un sistema de la forma
X(k+1) = Gx(k)+ Hu(k) (92)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) (93)

puede ser transformado a la forma candnica controlable por
medio de la matriz de transformacién

T=MW (94)
dondeM=[H GH...G" 'H]y
a4 a ... ap—q1 1
ao a ... 1
w=| o (95)
an_1 1 e 0 0
1 o ... 0 O

donde los a; de W son los coeficientes de la ecuacién caracteristica:

ZA-G|=2z"+a,_1z2" ' +.. . +az+a =0 (96)
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Transformacion a la forma candnica observable

@ Dado un sistema de la forma

X(k+1) = Gx(k)+ Hu(k) (97)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) (98)
puede ser transformado a la forma candnica observable por
medio de
T = (WN*)~' (99)
donde
N=[C* G*C*...(G")"'C"] (100)
a a ... ap-1 1
ao a ... 1 0
W= b (101)
an71 1 e 0 O
1 o ... 0 0O

siendo los g; de W los coeficientes de la ecuacidn caracteristica: 96.
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Transformacion a las forma canonicas
Ejemplo

@ Sea el sistema
Pt [ 1] [t ]
y(k) =[1 2] mgm

@ Obtener las matrices de transformacién T que nos permiten
convertir esta representacion a las formas canénicas controlable y
observable.
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Transformacion a las formas candénicas

Ejemplo (Cont.)

Solucion:

La ecuacion caracteristica de este sistema es
|zl - G| =2 +2z+1=0

y por tanto los coeficientes del polinomio son a, =1,a1 =2,a, = 1.

@ Forma canonica observable. La matriz de transformacién era
T = (WN*)~'. Tenemos
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Transformacion a las formas candénicas

Ejemplo (Cont.)

@ Con lo que la matriz de transformacién sera

T=(WN)' = Hff (1)] [_11 _21H1: [_12 —31]
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Transformacion a las formas candénicas

Ejemplo (Cont.)

@ Las matrices G’,H’, C’ del sistema transformado son las siguientes
4 |1 3] [T 1][-2 3| [0 -1
T 6T= {1 2|0 1|1 —1| |1 -2

e[l Y-

c - cT-|f 2][

G/

H/

y el sistema una vez transformado

X(k+1) = G’x’(k)+H’u(k)_[? :;] x'(k)+M u(k)

y(k) = CX(k)=[01]X'(k)
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Transformacion a las formas candénicas

Ejemplo (Cont.)

@ Forma canénica controlable. La matriz de transformacion para
pasar a la forma canénica controlable es T = MW. Tenemos

1 -1
a1 |2 1

W= {1 o] = {1 o]
@ con lo que la matriz de transformacién sera

T:MWZ[? _11} ﬁ 8]=ﬂ ﬂ

M- eH =3
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Transformacion a las formas candénicas

Ejemplo (Cont.)

@ Las matrices G’,H’, C’ del sistema transformado son las siguientes

!’ —1 _ 1 0
G =T GT_[1 1]

/o -1g _ 1 0
]
c = cT=[i 2][] :

]
—1

i

o
3
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Transformacion a la forma canoénica de Jordan

@ Cuando la matriz G del sistema tiene valores propios A, A2, ..., Ap
diferentes, la matriz G’ de la forma canénica de Jordan es una matriz
diagonal, de la forma

M 0 ... 0
0 M ... 0

G-T'GT=| ° “l=a (102)
0 0 ... A

@ La matriz de transformacion T se obtiene a partir de los vectores
propios v; correspondientes a los valores propios ); que cumplen la
ecuacion caracteristica |\l — G| = 0, y por tanto se tiene que:

GV1 = MV
GVg = AoVo
GVn - )\nVn (1 03)
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

@ La matriz de transformacién T se obtiene a partir de la expresion
103, reformulandola en forma matricial como:

XM O ...0
0 X ... O

GlVivy ... V] =[viVva ... V)] : : : (104)
0 0 ... A\

y llamando T a la matriz cuyas columnas son los vectores propios,
T=[vivs ... V] (105)
el conjunto de igualdades 104 puede expresarse como
GT=TA (106)

donde A = G’ es la matriz diagonal que se desea obtener como
resultado de la transformacion.
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo

@ Sea un sistema cuya representacion de estado es

X1(k—|—1) 1 0 O X1(k) 1
xk+1)| = |1 =1 0| [x%®k)| + 0| uk)
[XS(k+1)] L 1 2] [Xs(k)] H

@ Obtener la matriz de transformacién T que nos permite convertir
esta representacion a la forma candnica de Jordan.
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

Solucion:
La ecuacion caracteristica de este sistema viene dada por

M=Gl=(\—1)A+1)(A-2)=0

y por tanto los autovalores son Ay = 1, A2 = —1, A3 = 2. La matriz de
transformacién para pasar a la forma canénica diagonal (puesto que las
raices son simples) se obtiene a partir de los vectores propios obtenidos
a partir de la siguiente expresion Gv; = v;\;

10 Of |vy Vit
1 —1 0f |Vie| = |Vie| A (107)
0 1 2 Vi3 Vi3

y donde T = [vq vy v3]. Sustituyendo en 107 los \; por su valor obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones.
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

@ )\ =1
o El sistema de ecuaciones 107 queda de la siguiente forma

Vit = Wiy
Vit = Vi2 = V2
Vig+2viz = Vi3

cuya solucién nos indica que vy se puede elegir arbitrariamente

y que vy = %Vn Y Viz = — V2.
e Tomando vy1 =2 nos queda que vio =1y vy3 = —1, con lo que

el vector propio vy sera
2
vi= |1 (108)
—1
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

@ )\ = -1
e El sistema de ecuaciones 107 queda de la siguiente forma

Vor = —V2q
Vor — Voo = —Va2
Voo +2Vo3 = —Vo3

cuya solucién nos indica que v, se puede elegir arbitrariamente
y que vo3 = Fvap y voy = 0.
e Tomando v, = 3 nos queda que vo3 = —1, con lo que el vector

propio v, sera
0
Vo = [ 3 ] (109)
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

@ \3=2
e El sistema de ecuaciones 107 queda de la siguiente forma

V3 = 2Vaq
Vag — Vo = 2Vap
Vao +2Va3 = 2V33

cuya solucién nos indica que vs3 se puede elegir arbitrariamente
yquevs =0y vz =0.
e Tomando va3 = 1 nos queda que el vector propio v; sera

0
vz= |0 (110)
1
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

@ La matriz de transformacion T es

2 0 O
T=1|1 3 0 (111)
-1 -1 1
y su inversa
I 00
T'=| 1 0 (112)
[
3 3
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Transformacion a la forma candnica de Jordan

Ejemplo (Cont.)

@ Las matrices G’,H’, C’ del sistema transformado son las siguientes

0]f1 o o0][2 o0 o0
ol {1 =1 o[ |1 3 0
0 1 2| |1 -1 1

0 0] [1 3
H/:T71H:;110 O:_%
I

2

1

3 O]_[351] (113)

—o
w=wl= O
—

c = CT_[121][
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