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Eiercicio 1 (1/2

Dado el sistema:

xik+1)] [1 0 0] [x(k)] [
|:X2 (k + 1):| = |:O —1 O:| |:X2 (k):| -+ |:2:| U(k)
X3 (k + 1) 0O 0 2 X3 (k) 1

determinar la secuencia u(0), u(1), u(2) para que el
sistema pase del estado (0,1,0)" en el instante 0 al
estado (1,1,2)" en el instante 3.

Solucion:

Primero hay que calcular la matriz de controlabilidad para
ver si el sistema es completamente controlable en estado.

M, = [H GH G?H]

1 1 0 O] [1] 1
H=1|2| GH=1{0 -1 0| |2]| = |-2
1 002 |1] |2
10 0] [1] 1
G°H=|010]| [2| = |2
004 1] 4
1 1 1
MC: 2 —2 2 det(Mc):—12
1 2 4

Como el rango de la matriz de controlabilidad es 3, el
sistema es completamente controlable en estado.
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Eiercicio 1 (2/2

Pasamos a calcular la solucién pedida mediante la
siguiente expresion:

un—1)

x(n) - G"x (0) = M | "7~ ?)

| u(0)
[)ﬁ (3) x1(0) U(Z)}
Xo (3) — Gs Xo (O) = MC U(1)
X3 (3) X3 (0) U(O)

Resolvemos el sistema para obtener la secuencia de
entradas buscada:

u(0)=0,3333 u(1)=0 u(2) = 0,6667
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Ejercicio 2 (1/2

Dado el sistema:

xitk+1)] [=10 0] (k)] [2
|:X2 (k—l— 1):| = |: 0 2 0 :| |:X2 (k):| + |:1:| U(k)
X3 (k—|— 1) 0O 0 -2 X3 (k) 0

determinar la secuencia u(o), u(1), u(2) para que el
sistema pase del estado (0,0,0)" en el instante 0 al
estado (3,2,2)" en el instante 3.

Solucion:

Primero hay que calcular la matriz de controlabilidad para
ver si el sistema es completamente controlable en estado.

M. =[H GH G?H]

2 10 07 [2 —2
H=[1| GH=|0 2 0| |[1| =] 2
0 0 0-2|10 0
10 0] [2 2
GPH= [0 4 0| [1| = |4
004 |0 0
2 22
Mc= |1 2 4| det(Mg)=0
0 00

Como el rango de la matriz de controlabilidad es 2, el
sistema no es completamente controlable en estado.

Pasamos a calcular la solucién pedida mediante la
siguiente expresion:
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Ejercicio 2 (2/2

uin—1)
x(n) - G"x (0) = M | "7 2
- u(0)
[X1 (3) X1 (0) U(2):|
X2(3) —Gs XQ(O) ZMC U(1)
X3 (3) X3 (0) u(0)
3 —10 0 0 2 -2 2| [u(2)
2 — [ 0 8 0 Of =11 2 4| [u(1)
AR A R e
2u(2)—2u(1)+2u(0

(0)=3
u(2)+2u(1)+4u(0)=2
-
Se observa que la tercera ecuaciéon no se cumple, luego el
tercer estado no es alcanzable. Lo que si sera posible es
alcanzar los valores deseados para los dos primeros
estados.

Tenemos un sistema con dos ecuaciones y tres incognitas,
cuya solucion en funcién de u(0) es:

u(l)=¢—u(0) u(2)=2-2u(0)

Si fijamos u(0)=1:
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Ejiercicio 3 (1/3

3) Dado el sistema:

x1(k+1) -1 0 O x1 (k) 1
|:X2 (k—l— 1):| = |: O -2 0 :| |:X2 (k):| + |:1:| U(k)
X3 (k—|— 1) 1 0 -1 X3 (k) 1
I e
yo(k)| — |01 =2 xi (k)

determinar si es completamente controlable en salida,
y calcular la secuencia u(o), u(1), u(2) para que el
sistema con estado inicial (0,0,0)” tenga una salida

y (k) =(2,2)" en el instante 3.

¢Qué pasaria si el valor de C cambia y pasa a ser el
siguiente?

112
C:[224]

Solucion:

Primero hay que calcular la matriz de controlabilidad de
la salida para ver si el sistema es completamente
controlable en salida.

M, = [CH CGH CG?H]

4 -3 3
Mcs = [_1 ) 6] rango(MCS) =2

Como el rango de la matriz de controlabilidad de la salida
es 2, el sistema es completamente controlable en salida.

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido UC3M-IC I 6 de febrero de 2025 6/24



Ejercicio 3 (2/3

Pasamos a calcular la solucién pedida mediante la
siguiente expresion:

un—1)

Y (n) - CG™x (0) = Mos |7~ 2)
| u(0)

x1 (0) u(2)

[”?] 66 |3(0)| = Mes u(n)
2(3) x5 (0) u(0)

g- 52 2[4 23|
4u(2) —3u(1)+3u(0) = 2}
—u(2)—2u(1) +6u(0) =2

Tenemos un sistema con dos ecuaciones y tres incégnitas,
cuya solucion en funcion de u(0) es:

u(1) = 52+ Zu(0) u(2) - 2+ u(o)

Si fijamos u(0)=1:

u0)=1u(l)=1 u@)==2

Si el valor de C cambia, volvemos a calcular el valor de la
matriz de controlabilidad en salida:

4 -3 3
Mcs = [8 6 6] rango(Mcs) = 1
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Eiercicio 3 (3/3

Como el rango de la matriz de controlabilidad de la salida
es 1, el sistema no es completamente controlable en salida.
Pasamos a calcular la solucién pedida:

Y1(3) B 3 X (O) B U(2)
] 08 120 < s |u)

Vemos que tenemos un sistema que no tiene solucién. Si
lo ponemos en funcion de una salida genérica:

[siib Eﬁiﬂ

Se observa que una fila es linealmente dependiente de Ia
otra, de tal forma que cuando fijamos una de las dos
salidas, la otra depende de esta: y» (3) = 2y (3).
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Dado el sistema:

xitk+1)] =1 0 07 [x(K)] [
|:X2 (k—l— 1):| = |: O -2 0 :| |:X2 (k):| + |:1:| U(k)
X3 (k—|— 1) 1 0 -1 X3 (k) 1
[y1(k)] B [1 1 2] |1 E’lg
yo(k)] — [0 1 -2 Xi (k)

determinar si es observable.
Solucion:
Primero hay que calcular la matriz de observabilidad:

Mo =[C CG CG?]’

11 2
01 -2
1 -2 -2
—2 -2 2
-3 42
4 4 2

Como el rango es tres, el sistema es completamente
observable.
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Ejercicio 5 (1/2

Dado el sistema:

k1) = Los % [ati)] * [o) 0
ikl = 2.1 [ 0

determinar los valores de las ganancias de la matriz K
de realimentacion de estado para que los polos en
cadena cerrada del sistema estén en 0.2y 0.5.

Solucion:

Primero se comprueba si el sistema es completamente
controlable en estado, para lo cual se calcula la matriz de
controlabilidad:

M = [H GH]

1 1
MC = |:O _0’5] det(Mc) =0,5

El sistema es completamente controlable en estado. Por
lo tanto, es posible encontrar una realimentaciéon de
estado que cumpla las especificaciones por medio de la
siguiente expresion:

1zl -G+ HK|=(z—p1)(z—p2)...(Z2— pn)

[3 2} - [_8,5 Of] ¥ H ki ke]| = (2-02)(z-05)

Si se resuelve este sistema se llega a los valores deseados
de la matriz de ganancias K:
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Ejercicio 5 (2/2

—2z2-0,7z+0,1

z—1+ki —05+ ko
0,5 z—2

z° 4 (ki —3)z + (—2k; — 0,5k +2,25) = z° — 0,72 + 0,1

Tenemos un sistema con dos ecuaciones y dos incognitas:

ki =2.3
2k — 05k = —2.15

La solucion sera:
ki =23 ko =—-49
Asi, la matriz de ganancias buscada es:

K=[23 —49]
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Ejercicio 6 (1/2

Dado el sistema:

xik+1)] 1 0 0] (k)] [2
|:X2 (k + 1):| = |:O -1 0 :| |:X2 (k):| + |:1:| U(k)
X3 (k + 1) 0 050,95 X3 (k) 1

x1 (k)
1K) =[1 0 1] | x2 (k)
X3 (k)

determinar los valores de las ganancias de la matriz K
de realimentacion de estado para que los polos en
cadena cerrada del sistema estén en -0.8, -0.6 y 0.5.

Solucion:

Primero se comprueba si el sistema es completamente
controlable en estado, para lo cual se calcula la matriz de
controlabilidad:

M, =[H GH G?H]

2 1 2 2
H=|1| GH= |0 —1 11 = |—1
1 0 0,5 05 0 1
1 0 2 2
G°H= |0 1 0 1 1
0 -0,25 0,25| |1 0
2 2 2
MC: 1 —1 1 det(Mc)=4
110
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Ejercicio 6 (2/2

El sistema es completamente controlable en estado. Por lo
tanto, es posible encontrar una realimentacion de estado
gue cumpla las especificaciones por medio de la siguiente

expresion:

1zl — G+ HK|=(z—p1)(z—p2)...(Z2— pn)

z00] [1 0 O 2
0z0|—|0-1 0|+ |1][k ko ki
00z |00505] |1

=(z—-0,5)(z+0,8)(z+0,6)

Si se resuelve este sistema se llega a los valores deseados
de la matriz de ganancias K:

2k +z —1 2Ko 2Kks
ki ko + 2z + 1 ks — 7340,922-0,222—-0,24
ki ko —05 ks+z—05

Zs—l—(2k1 + Ko + K3 —0,5)22+(k1 — 1.5ko + 0,5k3 — 1)2
+(—ki + 0,5k, — 1,5k3 + 0,5) = 28 + 0,922 — 0,22z — 0,24

Tenemos un sistema con tres ecuaciones y tres incognitas:

2Ki + ko + k=14
Ky — 1,5/(2 + 0,5/(3 =0,78
—ky +0,5ko — 1,5k3 = —0,74

13724

D. Copaci, C. Monje, M. Malfaz, J. Mufioz, L. Moreno, S. Garrido UC3M-IC I 6 de febrero de 2025



Ejercicio 6 (3/3

La solucion sera:
ki =0,72 ko =—-0,04 k=0
Asi, la matriz de ganancias buscada es:

K =[0,72 —0,04 0]
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Ejercicio /
Determinar la observabilidad del sistema definido por
las siguientes ecuaciones:

X1(k—|—1) 1 0 1] X1(k) 2
|:X2 (k + 1):| = |:—2 -1 0 |:X2 (k):| + |:2:| U(k)
X3 (k + 1) 0 0 3| |x(k)]| |1

[ x1 (k)
(k)] = [1 2 1] |x2 (k)
(k)
Solucion:

Para estimar la observabilidad hay que calcular la matriz
de observbilidad:

C

Mo = | CG

CG2

1 2 1
Mo=|-3 -2 -2
2

Como el determinante de la matriz es 8, el rango sera igual
a tres y el sistema es completamente observable.
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Ejercicio 8
Determinar la observabilidad del sistema definido por
las siguientes ecuaciones:

xi (k +1) 10 0] K] [
X2(k+1) =|-1-08 0 Xo k) + |0 U(k)
) oo s ] e

Solucion:

Para estimar la observabilidad hay que calcular la matriz
de observabilidad:

C
CcG
CG?

1 1 0
0 -080

0,8 0,64 0

Mo =

Mo =

Como el determinante de la matriz es O, el rango sera igual
a dos y el sistema no es completamente observable.
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Ejercicio 9 (1/2

Dado el sistema definido por las siguientes ecuaciones:

k] = loz %) ati)] + o] w0

ikl = [0 1] [ 0

Determinar los valores de la matriz K de
realimentacion de estado para que los polos en cadena
cerrada del sistema estén en p;, = 0,6 £+ /0,6.

Solucion:

Primero comprobamos que el sistema es completamente
controlable en estado mediante el la matriz de
controlabilidad:

Mo = [H GH] = [g) 812]

Como tiene rango 2, el sistema es completamente
controlable, por lo que es posible encontrar una matriz de
realimentacion de estado que cumpla con las condiciones.
Esto se hace de acuerdo con la siguiente expresion:

1zl -G+ HK|=(z—p1)(z—p2)... (z—pn) =0

Habra que encontrar la solucion para el siguiente sistema:

ZO_—10,5+k1k2
0 z 02 1 0O O

Z2+kiz—11— ki +02ky = 2> —1,22+0,72

—2z2-122+0,72

k1——1,2 _>k1__172
11— ki +02ky = 0,72 ko = 3,1
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Ejercicio 9 (2/2

Finalmente, la matriz de realimentacion de estado
necesaria sera:

K=|-12 31]

Si se incluye una ganancia k; para ajustar el error de
régimen permanente, calcular el valor de dicha
ganancia para que la salida tenga valor 1 cuando la
entrada es un escalon unitario.

La funcion de transferencia en lazo cerrado sera:

0,2
72 - 127+072
Su respuesta en régimen permanente ante entrada
escalon unitario es;

F(z)=C(zl— G+ HK) "H=

y(o0) = lim (1 -z R(2)* F(2)

Z—1

—lim (1—-z7") =2 02

alt zZ-122-122z+1+072 0,3846

Si se introduce una ganancia inicial, se puede ajustar para
gue el sistema tienda al valor deseado:

0,2k
722 - 127+072
Su respuesta en régimen permanente ante entrada
escaldn unitario es:

F(z)=C(zl — G+ HK) ™" Hky =

y(oo)=lim (1 -z 1) 2 02k

- ko = 1
201 z-122-12z+0,72 0.3846k

Despejando se obtiene el valor buscado:

ko =2,6
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Eiercicio 10 (1/4

Dado el sistema definido por las siguientes ecuaciones:

g

J

Determinar por transformacion los valores de la
matriz K de realimentacion de estado para que los
polos en cadena cerrada del sistema estén en

pi12 = 0,6 +jO,6. Para ello hay que pasar primero el
sistema a la forma canénica controlable.

1 (K

etk ] = [ 3] [t

Xo(k+1) 1,1 1

)
)
itk = [2 1] |3

Solucion:

Primero comprobamos que el sistema es completamente
controlable en estado mediante el la matriz de
controlabilidad:

1 -0,3
Mo = [H GH] - [0 e }
Como tiene rango dos, el sistema es completamente
controlable.

Para pasar el sistema a la forma candnica controlable hay
que calcular la funcion de transferencia:

RO

F(z)=C(zl-G) 'H=2 1}[_171 S 0

2z — 0.9
—-0,7z-0,3
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Ejercicio 10 (2/4

El sistema representado en la forma candnica controlable

sera:
ol )= [ o[22+ 3] o

(k] = -0 2] [ 6]

Calculamos la matriz de controlabilidad para el sistema
transformado:

/ / / L)/ O 1
c=[H GH] = [1 0,7]

Pasamos ahora a calcular matriz de realimentacion para la
nueva representacion:

1zl -G +HK|=(z-p1)(z—p2)... (z—pn) =0

z0] [0 1] [0 0O
0z 0307 |K K

21 (kb—07)z+k, —03=22-122+0,72

—2z2-122z+0,72

ki =1,02

ky, =—0,5
Es posible calcular la matriz de transformacion T para
obtener la matriz de ganancias en la representacion inicial:

o[-
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Eiercicio 10 (3/4

Como es invertible se puede calcular la matriz de
realimentacion:

K=KT"'=[102 —05] [O 0’9091]

10,9001
K = [-0,5 0,4727]

Si se incluye una ganancia k, para ajustar el error de
régimen permanente, calcular el valor de dicha
ganancia para que la salida tenga valor 1 cuando la
entrada es un escaléon unitario.

La funcidn de transferencia para el sistema con
realimentacion de estado sera:

2z —09
722 -127+0,72
Su respuesta en régimen permanente ante entrada
escalon unitario es:

F(z)=C(zl— G+ HK) "H=

y(o0) = lim (1 -z R(2) * F(2)

Z—1

—im (1—z )2 2209

=2,1154
71 z—12z2-122z+0,72 115

Si se introduce una ganancia inicial, se puede ajustar para
gue el sistema tienda al valor deseado:

(22 — 0,9)/(0
z2—-12z+0,72

F(z)=C(zl — G+ HK) " Hko =
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Eiercicio 10 (4/4

Su respuesta en régimen permanente ante entrada
escaldn unitario es:

y(00) = lim (1 —z1) =2 (2z - 0,9)ko

Pl z—1z2—1,22+0,72:2’1154k0:1

Despejando se obtiene el valor buscado:

ko = 0,4727
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Ejercicio 11 (1/2

Dado el sistema definido por las siguientes ecuaciones:

X (k)] N [1 0,5] [u1(k)]

Xy (k+1)] _ [—1 0,5

X2(k-|—1) 0,2 1_ Xg(k) 0O O Uz(k)
o 1 [k
ikl = [0 1] [ 06

Determinar los valores de la matriz K de
realimentacion de estado para que los polos en cadena
cerrada del sistema estén en p;, = 0,6 £+ /0,6.

Solucion:

Primero se calcula la matriz de controlabilidad:

Me = [H GH] = {1 0,5 —1 —0,5]

0 0 0,2 0,

Como tiene rango dos el sistema es completamente
controlable en estado.
La matriz de realimentacidn de estado sera:

K11 K2
K =
[k21 kzz]

Calculamos los valores de la matriz para que los polos
estén en los lugares deseados

1zl -G+ HK|=(z—p1)(z—p2)... (z—pn) =0

Habra que encontrar la solucidn para el siguiente sistema:
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Ejercicio 11 (2/2

z 0 B —1 0,5 X 1 0,5 k11 k12
0 z 0,2 1 0 0 k21 kgg

z° 4 (k11 + 0,5k21)Zz — k11 + 0,2k12 — 0,5k21 + 0,1kpp — 1,1

—22-122+0,72

—2z2-12z+0,72

k11 + 0,5kz1
—Ki1 + 0,2k12 — 0,5ko1 + 0,1koo — 1,1 = 0,72

El sistema tiene dos ecuaciones y cuatro incégnitas, por lo
qgue es posible fijar dos de las incognitas y luego calcular
las otra dos. Si tomamos ki1 = k1o = 1, la matriz de
realimentacién de estado necesaria sera:

1 1
K= [—4,4 48,2]
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