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Formalismo NEWTONIANO (vectorial)

.
a

¢ Ec. Mvto: 22 ley de Newton (1 particula): F=mr= D

* Se aplica a cada componente de un sistema mecanico: particula,
eslabon (Extension a sdlido rigido: Ecs. Newton-Euler)

e Se consideran TODAS las fuerzas, incluidas las fuerzas ENTRE
COMPONENTES (considerar 32 ley de Newton)

* Formalismo VECTORIAL: necesita un SIST. de REFERENCIA (inercial)
paraTy F. Ej.: particula en 2D (coordenadas cartesianas)
mx = F,
my = E,



Formalismo ANALITICO (generalizado)

» Se aplica al sistema mecanico GLOBAL, permite excluir las fzas. de
ligadura (ideales), como son las fzas. entre eslabones de un mecanismo.

* Formalismo ESCALAR, en coord. GENERALIZADAS: independientes de un
SIST. de REFERENCIA. Ej.: part. en 2D (coord. polares)

m(R — RY?) = Fy
m(2RY + RY) = Fy

e Ambos formalismos SON EQUIVALENTES



Coordenadas GENERALIZADAS

« L3 posicion de un sistema mecanico se puede definir con un conjunto de coordenadas
(distancias, angulos...) NO necesariamente cartesianas, para las que tampoco es
necesario definir un SISTEMA de REFERENCIA: COORDENADAS GENERALIZADAS

{CIL”'»CIn} = {qj};1 =q

* El conjunto de coordenadas generalizadas puede ser:
* LIBRE: coordenadas independientes entre si, n=g (gdl del sistema mecanico)
* LIGADO: coordenadas dependientes entre si, n>g (existen ligaduras entre ellas)

* Las coordenadas cartesianas y generalizadas deben estar relacionadas:

.
x; = x;(qqy,"*, qn; t)

Syi = v;(qq,+,qn;t);i = 1--- N(n2 particulas o puntos de interés)
\Zi = Zi((hr " qn; t)




EJEMPLO Coordenadas Generalizadas.
Relaciones entre Cartesianas-generalizadas

 Masa deslizante horizontal con péndulo en plano vertical:
e Conjunto de coordenadas generalizadas:

{s, ¢} s

* Relaciones coordenadas cartesianas-generalizadas

Xq =S

ya =0
Xg =S+ 1[-sing
yg =1-cosq




LIGADURAS

» Restricciones al movimiento del sistema mecanico.
* Implican FUERZAS de LIGADURA, que garantizan la restriccion.
e Se describen mediante relaciones entre las coordenadas, si éstas

son dependientes (conjunto LIGADO): ECUACIONES DE LIGADURA.

* Bloque en plano inclinado 0, 2 coordenadas: {x, y}. 1 ligadura:
y—x-tanf =0

* Masa sobre esfera de radio R, 3 coordenadas: {x, y, z}. 1 ligadura:
x?+y%2+2z2—R?*>0 X

e 2 masas unidas por barra rigida de longitud /, 6 coordenadas:
{xX1,Y1,21, X2, Y2, Z2}. 1 ligadura:

(xy — x1)2 + (y2 — 3’1)2 + (2 — Z1)2 —1?=0 X



TIPOS DE LIGADURAS

, "% UNILATERAL: se expresa mediante una desigualdad. x? + y? + z2 — R?> > 0
BILATERAL: se expresa mediante una igualdad. En general: ¢(q,q;t) =0

ESCLERONOMA: NO depende explicitamente del tiempo. Ej.: cuenta sobre
aro fijo. x? +z> —R* =0

REONOMAS: depende explicitamente del tiempo. Ej.: cuenta sobre aro que
gira en torno a z con velocidad o cte. y — x - tan wt = 0

HOLONOMA: Que permite eliminar una coordenada dependiente,
J expresandola en funciéon del resto. No puede ser unilateral

L+ NO HOLONOMA: funcidn que contiene derivadas de las coordenadas y que
no se puede integrar para eliminar una coordenada.



Ejemplo LIGADURA NO-HOLONOMA
Disco vertical rodando sin deslizar sobre plano

COORDENADAS: Posicién (x,y); Orientacion (9,¢). ¢4 GdL?
G =—@sindT+ @cosI]+ 9k
bo=xl+y]=D,+ & XAC =

=V, +R@pcosIT+ RpsindJ
Rodadura: ¥, = 0 = 2 ligaduras NO-HOLONOMAS:

X—Rq'oc0519=O:> dx —Rcosddp =0
y—R@sind =0 dy —Rsinddp =0

<
S
S
l

No son integrables: no se pueden utilizar para eliminar dos coordenadas
expresandolas en funcion de las otras dos. Aun asi, el sistema tiene 2 Gdl,
COMO veremos.



DESPLAZAMIENTO VIRTUAL, 0

» Es |a variacion de las coordenadas de un sistema mecanico, de forma:

* INFINITESIMAL

* ATEMPORAL (a tiempo constante, ot=0)
* COMPATIBLE CON LAS LIGADURAS (por lo demas, arbitraria)

o

—>

S

FI; = FI;(ql; e g1, t) <

( no -
d?{ = o dq; +% dt Desplazamiento REAL
. aq] J ot
J
n —
. c?‘ri
or; = 94 0q; Desplazamiento VIRTUAL
- J
\ J

 En un desplazamiento virtual, la ligadura se sigue cumpliendo:

¢(q;t) = 0,60 = Za_¢5Qj =0

6qj
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GdL vy ligaduras no-holonomas

«» Definicion de GdL: n? de coord. cuya variacion es ARBITRARIA (independiente del
resto de variaciones) en un DESPLAZAMIENTO VIRTUAL del sistema mecanico.

e Silas ligaduras son HOLONOMAS, g_l n2 de GdL coincide con el minjmo n2 de
coord. necesarias para DEFINIR UNIVOCAMENTE la CONFIGURACION del sistema.

* En el ejemplo anterior las 2 ligaduras NO-HOLONOMAS imponen restricciones a
los desplazamientos virtuales. Las 4 coordenadas x, y, 3, ¢ son INDEPENDIENTES,
pero sélo hay 2 DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES INDEPENDIENTES (por ej. 03 y 00):

R . =
{5x T Rcosd - 09 =0 = El sistema tiene 2 GdL

0y + Rsind-6¢p =0
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Principio de los TRABAJOS VIRTUALES (PTV)

% El Trabajo virtual 0W (realizado en un desplazamiento virtual, or):
SW = Y F; - 613, es nulo en el equilibrio

 Distinguimos entre fuerzas apllcadas y de ligadura:
F, = F™' + FY9
l

* Pero las fzas. de ligadura IDEALESéLISAS) no realizan trabajo virtual, por lo
tanto, el PTV establece como condicion de equilibrio:

Eq ®5W=Zﬁiapl-5ﬁ- =0

L
Ecuacidn (vectorial) fundamental de la ESTATICA
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GENERALIZACION del PTV

. EIPTV, Eq & SW = YN E". 67 = 0, tiene las VENTAJAS:

* Ya no aparecen las fuerzas de ligadura
* Equilibrio estatico en términos “geométricos” (desplazamientos virtuales)
* Se puede “GENERALIZAR”: vectores en c. cartesian. 7, d, F ... > escalares en c. generaliz.q,T(q),V(q)

Comor; =1;(qq,...,qn; t), entonces:

N N n 07 o7 n
_ ~apl > oapl T apl T .
ow =) R0 = ) F ) 3q;° Z Z” G0y |00 = 2,000
[ L J

aTi

Donde Q; = YN FP". P

, es la FUERZA GENERALIZADA asociada a |la coordenada generalizada q;.
n

J

Ecuacidn (escalar) fundamental de la ESTATICA GENERALIZADA
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Principio de D’ALEMBERT (PD)

« Es una extension del PTV (y de cualquier método de la estatica) a la dinamica.

 PD: si se anaden a las fuerzas aplicadas, las fuerzas de inercia, ﬁii” = —mizfi,
entonces sistema ESTA EN EQUILIBRIO.

* Entonces se pueden aplicar los métodos, teoremas y principios de la estatica para
resolver la dinamica de un sistema. Concretamente el PTV:

Z(F;apl — mic_il-) : 57_")1 =0
l

PTV+PD: Ecuacidn (vectorial) Fundamental de la DINAMICA

* Las ventajas son las mismas que antes:
* Ya no aparecen las fuerzas de ligadura.
* Equilibrio (ahora “dinamico”) en términos de desplazamientos virtuales.
* Se puede GENERALIZAR (no tan sencillo como antes: hay que generalizar el término de inercia).
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GENERALIZACION del PTV+PD

Z(Fapl —mla) 57, =0=>(1)+(2)=0

(1) = z 064

dvl 6rl
ST aq]

N i3 97 n /N
'Ui Ti z z

2) = — -

@) Zml — aqjaq, (

i
ori _0v; darl oy

Z[Z at\ "V a
6q} 6q} dtoq; 6q} Z Z .
= dt mvl a m;v;

—} z[zdt
Zl%(aq]) Ik
D o T

Ecuacion (escalar) fundamental de la DINAMICA GENERALIZADA

(DH+2)=0=

-

d 6rl

BT %;

aT;
aq]

aq]
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Esguema PTV — PD — Generalizacién

PTV

Eq@Zﬁ'iapl-dﬁ:O

PD

Z(Fiapl —md;) - 67 =0
{

Generalizacién:7; = 7;(qq, ..., qn; t) = 6T; = Z}‘

ot

6 _______________________

n
J

ESTATICA

COORDENADAS
CARTESIANAS

COORDENADAS
GENERALIZADAS

DINAMICA \

Si 6q; independientes:
Ecs. Lagrange
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Conjunto LIBRE de coord. Generalizadas
ECUACIONES DE LAGRANGE

*e Si el conjunto de coordenadas generalizadas es LIBRE los 6 g son independientes (arbitrarios) =
TODOS los [] tienen que ser nulos, y las ecuaciones de movimiento resultan:

d (0T oT :
( )——sz. j=1,..,n.

o at\od;) o,
+ F; = F¢ 4+ FNC_ para las fuerzas aplicadas CONSERVATIVAS, existe una funcién ENERGIA POTENCIAL:
— V) = V(g FC = (Vo OV VY- OV :
V=V(@y) =V(q)tal que: F; = (axil + oy + azik) =5 Entonces:
Q= 0% + QN¢; ¢ =ZF_C)E= _ a_Vﬁz _a_V
J J J J - ' aq] - a‘ri aq] aq]
. oT _ oL
* LAGRANGIANA: L =T —V.Como V no depende de las g, 0.~ 3q- Por tanto:
J J
d (0L oL
()= —Me j=1,..n

ECUACIONES DE LAGRANGE
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Ecuaciones de LAGRANGE
ESTRATEGIA

d (OL\_OL _ oy . _,
at\og;) "aq, Y ST

Elegir un conjunto de coordenadas generalizadas, {q;} j=1,...,n. LIBRE (n=g)
ExpresarT,V, Len funcionde q;,q; yt: T = T(q;,q;;t);V =V(q;);L = L(q;,q;; t)

Calcular la fuerza generalizada no conservativa, en caso de que exista, a partirde: 6|/ = Z? Q}VC&[]-, o}

o7

directamente: Q)¢ = Y} F/'¢ - o
J

: . e oL d
Plantear 1 ec. por cada coord., calculando las derivadas parciales-temporales (ojo: distinguir entre 5 ya)

Se obtiene un sistema de n=g ecuaciones diferenciales de orden 2 que son las ECUACIONES DE MOVIMIENTO
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Ecuaciones de Lagrange. EJEMPLO /it

% Conjunto de coordenadas generalizadas: {s, ¢} LIBRE.

2. Energiacinética:T = %mASZ + %mB (5c§ + yé), con: y
Xg=S+Ilsing ->xg=5s+1¢pcosg

"2 2 _ &2 2 .2 ..
yg =lcosg » yp =—l@sing }_’XB‘F)’B—S + l“¢= + 2ls¢p cos @ —

1
T = E(mA + mp)s? + EmBlngz + mglsg cos @

, : . : . 1
Energia potencial (eldsticay gravitatoria): V = > ks? —mpgglcosg

LagrangianaL =T —V = %(mA + mp)s$? + %mBlzq')z + mglsg cos @ — %ks2 + mggl cos @

3. No existen fuerzas disipativas

(d (oL oL
5(5)_£=0 (my + mg)§ + mglg cos p —mglp? sing + ks = 0
4. Ecs.mov.iq 4 /5L oL - P :

( ) — lp +5cosp+ gsing =0
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Ecuaciones de Lagrange. EJEMPLO -

Resorte (k,l ), Disco (r, m ) rueda sin deslizar, amortiguador (c) y péndulo amortiguado (I,m, c’)

3. Conjunto de coordenadas generalizadas: {s, ¢} LIBRE. y gl

~2
2. Energia cinética: T = %mASZ + % (%mArz)i—z + %mB (s% + 1?92 + 21s¢ cos @)

Energia potencial (eldsticay gravitatoria): V = %k(s —1y)? —mgglcos @
Lagrangiana L = %(gm,q - mB) $% + %mBlzq')z + mglsg cos @ — %k(s —19)? + mgglcos @
3. Existe una fza. disipativa (en direccién x), F = —cs = Q, y un par disipativo, M = —c'¢ = Qyp;
ya que W = Fés + Mdg

4. Ecuaciones de movimiento:

fz(@)_@_ 3

) at\os 25~ Us (EmA+mB)§+mBl<bcos<p—mBl<p2 sing + k(s — 1) = —c$
d (0L oL .. . : ’ .
\E(ﬁ)_ﬁzQ‘p lp+5cosp+gsing =—c¢
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